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前 言 


群 论 是 近代 数学 的 一 个 重要 分 支 . 它 是 一 门 研究 群 的 性 质 与 结构 
的 学 科 . 近年 来 , 随 着 科学 技术 的 不 断 进步 以 及 有 限 群 论 的 逐步 完善 ， 
群 论 的 思想 、 理 论 与 方法 已 经 渗透 到 科学 领域 的 各 个 方面 . 诸如 在 密 
码 学 、 物 理学 、 化 学 的 分 子 结构 等 方面 的 应 用 就 是 明证 , 而 且 群 论 的 
许多 结果 已 被 这 些 学 科 所 吸收 和 利用 . 


在 群 论 的 众多 分 支 中 , 有 限 群 论 无 论 从 理论 本 身 还 是 从 实际 应 用 
来 说 , 都 占据 着 更 为 突出 的 地 位 . 同时 , 它 也 是 近年 来 比较 活跃 的 一 个 
数学 分 支 , 有 着 十 分 丰富 的 内 容 . 在 上 个 世纪 , 经 过 很 多 数学 家 的 努力 ， 
在 有 限 群 中 取得 了 一 连 串 的 突破 , 并 终于 在 1981 年 解决 了 著名 的 有 
限 单 群 分 类 问题 . 这 项 重大 的 科学 成 果 的 得 来 是 很 不 容易 的 . 如 果 从 
1832 年 Galois 证 明 交 错 群 As 是 单 群 算 起 , 整整 经 历 了 150 年 . 参加 
这 项 工作 的 数学 家 前 后 共 达 几 百 人 . 为 了 证 明 单 群 分 类 定理 , 即 有 限 
单 群 共有 18 个 无 限 族 和 26 个 零散 单 群 , 人 们 使 用 了 抽象 群 论 的 、 表 
mich (包括 常 表示 和 模 表 示 )、 几 何 的 以 及 组 合 论 和 图 论 的 方法 , 在 
杂志 上 发 表 了 数 和 干 页 以 至 上 万 页 的 证 明 . 直到 2005 年 , D. Gorenstein, 
R. Lyons 和 R. M. Solomon 用 六 本 专著 才 给 出 了 单 群 分 类 定理 的 完整 
证 明 , 见 文献 [26, 27, 28, 29, 30, 31] 等 


近年 来 , 随 着 有 限 单 群 分 类 的 最 终 完 成 , 有限 p 群 的 研究 才 变 得 
越 来 越 活 跃 . 群 论 研 究 的 许多 领头 科学 家 , 如 G. Glauberman, Z. Janko 
等 人 开始 转 入 对 有 限 p 群 的 研究 , 发 表 了 许多 有 限 p 群 研究 的 论文 ， 
见 文 献 [16, 23, 24, 25, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42| 等 . 


在 p 群 的 研究 领域 中 , 内 交换 p ÆA Hamilton p 群 的 分 类 是 两 
个 经 典 的 结果 . 作为 这 两 个 经 典 结果 的 推广 , 本 书 研 究 了 子 群 或 者 交 
换 或 者 正规 的 有 限 非 交换 p 群 , 我 们 称 这 类 群 为 有 限 亚 Hamilton p 
群 . 本 书 给 出 了 有 限 亚 Hamilton p 群 的 一 些 基 本 性 质 , 完成 了 有 限 亚 


i 


Hamilton p 群 的 完全 分 类 , 并 彻底 解决 了 同 构 问题 , 从 而 完整 地 解决 
了 亚 Hamilton 群 的 分 类 问题 . 为 了 方便 读者 , 我 们 对 有 限 p 群 的 一 些 
基本 结论 和 方法 作 了 较 详 细 的 介绍 . 本 书 还 介绍 了 一 些 与 亚 Hamilton 
p HEA HY LAE. 
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第 一 章 ”基本 概念 和 方法 


本 章 介 绍 一 些 本 书 用 到 的 基本 结论 和 方法 . 事实 上 , 这 些 结论 和 
方法 也 是 有 限 p 群 的 研究 中 常常 要 用 到 的 . 


81.1 基本 概念 和 公式 


本 节 首先 给 出 有 限 p 群 的 一 些 术语 和 符号 , 其 他 未 提 及 的 术语 和 
符号 都 是 标准 的 , 见 [5, 7]. 


KG APR p 群 , 我 们 分 别 用 c= c(G)、d(G) 表示 群 G HHS 
类 、 极 小 生成 元 的 个 数 . G 的 下 中 心 群 列 和 上 中 心 群 列 分 别 是 : 


G = (Gi > Gy S- > Gai = l, 


1 = Zo(G) < Zı(G) < --- < Z(G) =G. 
设 exp(G) = p°, 我 们 称 e AH G WAFER, 对 于 任意 的 s, 0 < 
s < e, 我 们 规定 


A(G) = {a €G |a” =1}, V.(G) = {ar |a eG}, 


并 且 规 定 
Qs(G) = (As(G)), Us(G) = (Vs(G)), 
则 G 的 Frattini 子 群 6(G) = G’U,(G). 
下 面 我 们 重点 来 介绍 证 明和 计算 过 程 中 反复 使 用 的 一 些 换 位 子 
公式 . 


命题 1.1.1. 设 G 是 群 , a,b,cEG, 则 
(1) aè = ala, bl; 
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2) la, b|° = [a°, b°]; 

(3) [a,6]~* = [b,a] = [a,6~*) = [a~*, 0)’; 

(4) [ab, c] = [a, c’ [b,c] = [a, clla, c, bjlb, c]; 

(5) [a, bc] = [a, cl[a, b] = [a, e][a, b] [a, b,c]; 

(6) (Wittà À ) [a, b7}, c]’[b, c~t, a] [c,a71,b]e = 1; 
(7) [a, b, e][c, a, b°] [b, c, at] = 1. 


证 明 (1)-(3) 定义 直接 验证 . 


(4) [ogg = (ab) te tabe = (c“1)%e = (a-lcr-la)jbcsfc-l)bc = 


(a` tc ac)" [b, c] = [a, A [b, c] = [a, cl[a, c, b] fb, c]. 


(5) [a, be] = [be, a]~* = ([b, al lea) = fa, e][a, b]? = [a, cla, bla; b, c]. 
(6) $ u = acaba. 轮换 a,b,c 三 字母 , MF v = bab“ 'ch, w = 


cbc lac. 则 有 
[a,b,c]? = bab lob 
= b ‘ba tb ac la lbab ‘cb 
= (aca~'ba)~'(bab~'cb) = u` tv. 
同 理 有 
bc sal = vw, [ca 一 可 = 
于 是 


同 理 


la, b+, c}’[b, ec! a]°[c,a—*, b] = u vw ww) = 1. 


(7) 首先 有 
(a, ,ee = [[asb— ,et] = [b, a, eè). 
又 有 


[b, eal? = |e, ba"), [c,a~*, BI? = fac, 57 |, 
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于 是 由 Witt 公式 有 
[b, a,c" ][e, b, alla, c, 如] = 1. 
再 互 换 a, b 两 个 字母 即 得 (7) 式 . 口 
E G' 是 交换 群 , 我 们 称 G 为 亚 交 换 群 . 
命题 1.1.2. 设 G 为 亚 交 换 群 且 z,y,2€G, 
(1) Æ >zEGC 则 [2 由 三 [2 村; 
(2) Æ y EG’, Al [xy, z] = [z, z][y, 2] E [z, ry] = [z, 2][z, y]; 
(3) [x,y,z] = [y, 2, z], [x,y, 2°] = [2,y, z]; 
(4) [x,y, 2][y, z,2][z, a, y] = 1; 
(5) Æ z€G’, W [z,y, x] = [z, 2, y]. 
证 明 (1) 由 命题 1.1.1(3) 及 CG! 的 交换 性 得 
[za] = [2a = |e" 
(2) 由 命题 1.1.1(4-5) 及 G' 的 交换 性 立 得 . 
(3) 应 用 命题 1.1.1 中 的 诸 换 位 子 公式 , 得 
ag 2)” = [fog 7], 24] = (fy, a, af, ol 
= |y, x, z][ly, x], [z, yl] = [y, 2, 2]. 
(4) 由 (3) 及 Witt 公式 (命题 1.1.1(6)) 立 得 . 
(5) Hz eG’ & (4) & 


Zi; 


maal sa = L 


Bh [z,2,y] = [y 2,2]. 由 (1), [y,2,2)-* = [yz], 2] = [z,y, 2], 于 是 
得 [2,2,4] = [2,y, a]. O 


为 了 更 好 的 叙述 下 面 两 个 命题 , 我 们 约定 : 对 于 任意 的 正 整 数 ij, 


ta, JO) = ly Da Gne «aig bg Dare» 0 oD] 
lia, jb] = | | 


i-1 j-1 
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命题 1.1.3. 设 G 为 亚 交 换 群 , a,bE G, m,n ALEK, N 
mb") a TiTi joy" 
t=] j=) 


证 明 OX min 用 归纳 法 . 车 nm 十 n= 2, 公式 显然 成 立 . 下 面 设 
m+n> 2, 这 时 m, n 中 至 少 有 一 个 大 于 1. 


# n> 1, Ml 
[a™, b") = [a™, b][a™, i 
据 归 纳 假设 得 
m n—l ý 
[la™,b"] = [fiia o) 3 JI lia, jo) ) 
i i=l 7=1 


({ia, jb] [ia, (7 + 1)b]) jÈ WT 


I 
一 
S 
= 

一 
= 


= I 区 bE) fia, ADCT) ia, nb] 


Tia jl OCT HCG ») 


j=2 
= Tl (i bC) fia, nb) C) TT fia, mg 
| 42 
末末 名 为” MG) 


mA n=1, MW m>1. 这 时 有 


[a™, b] = [a™ b]° [a, b). 
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应 用 归纳 假设 得 


(TT i” 让 的 o) [a,b] 


= TY ia.) TP e+ Dea) ea 


s=1 t=] 


= [a,blla, br ) II lia, bT JU 中 (一 


= [a DC) (I ia 中 人 


[i 
= TT lia, 10°), 


[a™, b] 


命题 1.1.4. 设 G 为 亚 交 换 群 , ,be G, m>2, 则 
(ab-*)" = a™ I] lia, 70)! fi) bm 


i+jgm 
证 明 用 对 m 的 归纳 法 . 4 m = 2 时 
(ab-+)? =ab tab ! =ob lb, albb™ = a? [a, b]b-?, 
结论 成 立 . 现在 设 m > 2, 由 归纳 假设 有 
人 (a ab 
= gq”! I] fia, 7b) is) b+ ab? 

i+jgm-1 
at I] fia, jb) E ala, b™-1]b-™ 

it+tjgm-l 
aT I] fia, jb] CiT) 


i+j<m-1 


| I (+ 2)a,50)5) | oo， 
it+j<gm—1 
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应 用 命题 1.1.3， 
m—I1 
a, b™—*) -H la, jolt 
代入 上 式 得 
m—2 
oe)" = a II fa, jb] (G+) I] fia, jb] (rs ) 
7 一 i+j<m— 1 
i> 1 
m—1 
JJ fia, jo] (esa) ic jb]( 7 Jom 
i+jgm j=l 
i>] 
m—2 
= q” II [a, jb] GTi) fa, (m — 1)b] I] fia, jo) 
j=1 i+j<m-1 
EF 
[] [ajb] o 
2 十 了 =m 
i> 1 
m—] 
= a" [[ [o jo] ea) [[ fia, joto 
j=l i+j<m 
i> 1 
= om I] fia, jb] ts) b-™, 
i+jgm 


§1.2 Engel 条 件 


定义 1.2.1. 称 群 G 满足 n 次 Engel RK, 如 果 对 任意 的 gheG, 
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g, By hl = 1. 
See jee 


Tt 


著名 的 Zorn 定理 断言 , 满足 n 次 Engel RFRA RELIES 
群 . 熟悉 内 宪 零 群 的 读者 可 以 很 容易 地 应 用 极 小 反例 法 证 明 这 点 . 这 
里 就 不 证 明了 . 


定理 1.2.2. 设 群 G 满足 2 次 Engel 条 件 , 则 G 是 寄 震 类 至 多 为 
3 RRE. RG 中 没有 3 阶 元 素 , 则 c(G) <2. 
为 证 明 这 个 定理 , 先 证 明 一 个 引 理 . 


引 理 1.2.3. 群 G 满足 2 次 Engel 条 件 当 且 仅 当 G 中 任意 两 个 共 
HL KT He. 


证 明 因为 
[9,h,h] = [[9. h], h] = [h 9h,h] = [h-9, h]", 


ghh] = 1 SURF [h-9,h] = 1, BI he 与 可 换 D 
定理 1.2.2 的 证 明 : 
由 引 理 1.2.3, 任意 元 素 g 在 G 中 的 正规 闭 包 Alg) := gf = (g” | 
t E G) F G 的 交换 正规 子 群 . 
我 们 分 下 列 步 又 来 证 明和 定理. 
(1) 简单 换 位 子 w 中 有 两 项 相等 其 值 必 为 1: 可 设 


W = Opes: a Gigs By Dig ares TE Cty ax 5 Gull; 
其 中 s, t, u Haye A 0, 即 可 以 没有 {ai}, {0;} 或 {ax}. 于 是 


Wi = [aj,...,@5,2] € A(z). 
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由 A(x) < G, we = [fwi, bi,..., bi] € A(z). 再 由 A(x) 交换 , [we, z] = 1, 
Mitt w =1. 

(2) 对 任意 的 z,y € G, A [r7 y] = [z,y7}] = [外 :由 1= 
(ex, y) = [zy] ety] 用 (1) 即 得 1 = [eyllt y], [2-*, y] = 
[x,y]. 由 此 又 得 [x,y] = [y7 r] = [y, 2] = [x,y]. 

(3) Jakobi 恒等式 成 立 : 对 任意 的 xz,y,z € G, 有 [z,y, z][z, x,y] 
区 zz] =1: 因为 [z, y7}, 2] € A(y), 加 0 二 区 对 再 由 (2)， 
I 由 Witt 恒等式 得 


iz, y, z2 [y, zs] [z, zy = 1, 


即 [z, x, ylly, z,zllz,yz] = 1. 轮换 zy,z 的 位 置 , 即 得 所 需 结 果 . 
(4) (x, z,y] = [x,y,z]: 由 [z, yz] = [2, z][2, ylz, y, 2], 再 用 (1) 得 


[z, yz]” = [x, 2]*[z, y)¥[a, y, 2]” = [x 2][2, z, ylz, ylle, y, z]. 
于 是 


[z, yz" = ((z,yz]")* = [z,2] lz,z,y) lz,y) [zr y, z] 


= (2, 2][z,z,y][z, ylis, y, 2)”. 


FA (1), 
[x, yz]** = [x, y2] = [z, z][x, y][x, y, 2]. 


因为 上 面 两 式 右 端的 诸 换 位 子 都 包含 r, 因此 均 属 于 A), 彼此 交换 . 
由 此 二 式 相等 , 得 到 [x y, zle, zy] = 1, Bi (x, z,y] = [2, y, 2]7?. 

5) [x,y,z] = [y,2,z]~*: 由 (2), [zy z] = [[y,2] ,2] = [y,2,2]™, 
得 证 . 

由 (4) 和 (5) 说 明 , 任意 交换 [x,y] 中 的 两 项 , 其 值 变 为 原 换 位 
F Hit. 因此 , 更 一 般 地 , E ry, 的 奇 置换 , HERY, 而 作 偶 置换 ， 
其 值 不 变 . 于 是 再 应 用 (3) 立 得 
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(6) (2,9, a” = L 

至 此 , MR G PRA 3 阶 元 素 , 则 [x,y,z] = 1, I G ERFA 
多 为 2 AEA. 

7) [z,y,2z,u] = [x,y u, 2]: 把 [x,y] 作为 一 个 整体 , 应 用 (4) 立 


应 用 (7), (6) 前 面 的 那 段 话 以 及 (2), MRM [x y, 2,u], 作 x, y, 
z, vu 的 奇 置 换 , 其 值 变 道 , 而 作 偶 置换 , 其 值 不 变 . 细节 从 略 . 


(8) [z,y,z,u]* = 1: 由 [z,y,2z,u] = [[z,y],z,u] = [z,u,[z,y]] = 
[[2; u]; (x, yl] = [[z. y]; [z, ul] = [a y, [z, ul]? = [z,u, 2,9)? = (a, y, 2,4), 
得 到 结果 . 

把 [zy] 作为 整体 , 由 (6) 又 得 [r y, z, u]? = 合 (8) 即 得 到 
x,y,z, u] = 1, Bl G 的 才 零 类 至 多 为 3. 口 


§1.3 ”循环 扩张 理论 


本 节 主 要 介绍 循环 扩张 的 基本 理论 . 所 得 结论 不 仅仅 限于 有 限 p 
群 , 对 有 限 群 也 是 成 立 的 . 


定义 1.3.1. 称 群 G 为 群 N 被 群 下 的 扩张 , 如 果 N AG 的 正规 
子 群 ,并 且 G/N 衬 F. 车 下 是 一 个 m 阶 入 环 群 , 则 这 时 的 扩张 叫做 NN 
的 m 次 循环 扩张 . Æ N < Z(G), 则 这 时 的 扩张 叫做 中 心 扩张 . 

设 G 是 NN 的 m 次 循环 扩张 .因为 G/N 是 mm 阶 群 ,所 以 有 b™ EN, 


其 中 G/N = bN). 又 因为 W 9G, MA b AFH N 的 一 个 自 同 构 7. 
HF b™ e N, FFE a € N 使 得 b™ =a. 显然 ,b ”1ab = a. 所 以 我 们 有 


a’ = T™ = o(a): (1.1) 


其 中 yla) 表示 由 a 诱导 的 N 的 内 目 同 构 . 反 过 来 , 假定 存在 a € N 
Al r € Aut(G) 满足 (1.1) R, WA G = {(g',n)|0<i<m—-1neEN} 
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(只 看 成 符号 的 集合 ). 如 下 规定 G 的 乘法 : 
(giti, nT™ n’), itj<m, 


ie ge (1.2) 
(g-m an” n’), i+j>m. 


(g',n) (p,n) = | 
则 G 对 上 述 乘法 组 成 一 个 群 , 有 正规 子 群 N= {(9°,n) |mnEN}sN， 
并 且 G/N S Cm (验证 均 从 略 ). 我 们 把 上 面 叙 述 的 事实 写成 一 个 定理 . 


定理 1.3.2. 设 N 是 群 ,下 = (g) 是 吧 阶 循环 群 ， 又 设 Q € N, 
r E€ Aut(N), a 与 7 满足 (1.1) A. MAG = {(g,n)| O0 <i < 
m 一 1,n EN} 对 于 由 (1.2) 式 定 义 的 乘法 组 成 一 个 群 . G 是 NN kih 
RH F-C, 的 扩张 . 


对 于 入 是 有 限 群 的 情形 , 为 了 使 用 方便 , 我 们 经 常 将 定理 1.3.2 中 
的 群 G 用 生成 元 和 定义 关系 组 写 出 来 . 即 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 1.3.3. 设 N 是 有 限 群 , N = (ni,n2,...,nr) 且 
V = {flnna r =l E} 


为 N 的 一 个 定义 关系 组 . 若 a EN,T EAut(N),a 与 7 满足 (1.1) A, 
则 G = (ny, Nn2,...,Nr,b) 是 NN 的 m KAY HK, 其 中 G 的 定义 关系 
组 为 : 

Vv Um nt, f <0] ie). 


定理 1.3.2 给 出 了 决定 群 N 的 所 有 循环 扩张 的 方法 . 但 对 于 不 同 
的 a, 7 确定 的 扩张 何 时 同 构 的 问题 并 没有 回答 . 下 面 的 命题 说 明 由 与 
T StH N 的 自 同 构 o ‘ro 和 元 素 a” 得 到 的 循环 扩张 与 由 a,7 确 
定 的 扩张 是 同 构 的 . 


命题 1.3.4. 如 定理 1.3.2, 设 G 是 六 的 叹 次 循环 扩张 ,由 满足 
(1.1) AAS ae N fe re Aut(N) 得 到 . FR rn =a tro 是 Aut(N) 中 
5 r #4089 g 44, 则 al =a? 与 满足 (1.1) A, 并 且 由 al fn FH 
到 的 N 4 m KMRA TK G1 5 G 同 构 . 
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证 明 ”作为 集合 ,也 有 Gi = {(g',n)|0<i<m-—i1,ne N}, E 
其 中 乘法 定义 为 


| | ate r? / tie l 
gn om = (g n n’) er 7 m (1.3) 


ren j a 
(g-m ann), i+j>m, 


规定 映射 f : G > Gi: (gtn) (gne). W f EG 到 Gi 的 同 构 . 只 
需 验 证 f 保持 乘法 运算 . 因为 对 i 二 ;<m 有 


(Gm) (Gn) = (GH ne) = (gH on) = gti, (n™ n')”), 
而 对 ;+ 了 > 有 

(gint) (a h= (G on， 
结合 (1.2) 式 , 可 以 看 出 f 保持 运算 . 证 毕 . 口 


循环 群 被 循环 群 的 扩张 是 特殊 的 循环 扩张 . 我 们 引入 亚 循环 群 的 


定义 1.3.5. 称 G 为 亚 循环 群 , 如果 G 有 循环 正规 子 群 N, 使 商 
群 G/N LR MARRE. Bp, 亚 循 环 群 为 循环 群 被 御 环 群 的 扩张 . 


下 面 的 Holder 定理 决定 了 有 限 亚 循环 群 的 构造 . 


定理 1.3.6. Rn m>2ALERK CGA ne N Km Mish 
环 群 下 的 扩张 . 则 G 有 如 下 定义 关系 : 


G = (x;y); 2° =1,y"=2',y ry =T", (1.4) 
其 中 参数 Nnm tr 满足 关系 式 
7r = 1 (mod n), t(r— 1) = 0 (mod n). (1.5) 


反之 , 对 每 组 满足 (1.5) 式 的 参数 n,m, t,r, (1.4) ARAZA n Bri 
环 群 被 m Bh WB HK BF A a GR. 
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证 明 设 G 是 一 个 这 样 的 扩张 , NN = (z), rz" = 1. 则 存在 ae N 
M r e Aut(G) 满足 (1.1) Ñ. + 


a= s"; Tinea", 


由 Tm = g(a) 可 得 rm 三 1 (mod n). H 27 = z 可 推出 t(r —1) = 
0 (mod n). # (1.5) 式 成 立 , 由 定理 1.3.3 可 得 G 的 定义 关系 (1.4) 式 . 
O 


下 面 举 例 说 明 如 何 利 用 循环 扩张 理论 来 解决 比较 简单 的 群 的 分 
类 问题 . 


例 1.3.7. 决定 所 有 的 8 阶 群 . 


fe 首先, 由 交换 群 分 解 定理 , 8 阶 交换 群 只 有 三 种 类 型 , 即 Cs, 
Ca x Co 和 Co x Co x Co. 故 以 下 可 假定 群 G 非 交 换 . 如 果 G 中 所 有 
非 单位 元 都 是 2 阶 的 , 则 G 是 交换 群 . 于 是 G 中 存在 4 阶 元 . 又 , 如 
果 G 有 8 阶 元 , 则 G HEH, 亦 交 换 , 故 G 没有 8 阶 元 . 

ER G 的 一 个 4 阶 元 a. 它 生成 的 子 群 4 是 G 的 极 大 子 群 , 所 以 
A<G, HAR G/A 是 2 阶 循环 群 ,于 是 G 是 亚 循环 群 . 由 定理 1.3.6, 


G = (a,b|.a* = 1,0? = 2',b-'ab= a") 
其 中 参数 也 7 满足 关系 式 
r?° = 1 (mod 4), t(r — 1) =0 (mod 4). (1.6) 


因为 我 们 只 考虑 非 交 换 群 , 所 以 = -1. 由 (1.6) 可 得 2|t. 4t=0 
时 , G 有 和 定义 关系 : 


G= iab] =F =1,5 *4b= a). 
这 时 G 是 8 阶 二 面体 群 . 当 上 = 2 时 , G 有 定义 关系 : 
G = (a,b | at = 1,b* = a?,b-'ab= na ), 


这 时 G 是 8 阶 四 元 数 群 z 
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81.4 APR p 群 的 循环 扩张 


由 定理 1.3.2 和 1.3.4 可知 ,N 循环 扩张 需要 考虑 N 的 目 同 构 群 的 
HAK. 但 是 在 实际 中 , 我 们 做 循环 扩张 时 往往 是 从 确定 定理 1.3.3 中 
的 定义 关系 入 手 . 对 于 有 限 p 群 的 循环 扩张 尤其 是 这 样 . 由 定理 1.3.3 
可 知 , 要 确定 N 的 m 次 循环 扩张 G = (N, b), 只 需要 确定 b nib 和 
b” 的 值 , 其 中 N = (nina... nr) 而 确定 nib 的 值 等 价 于 确定 
[nj, b] = nib nib 的 值 . 在 进行 有 限 p 群 的 循环 扩张 时 , 下 面 的 简单 的 
定理 发 挥 着 重要 的 作用 , 可 以 有 效 地 帮助 我 们 判断 [ni, b) 的 取 值 范围 


定理 1.4.1. GAAR p, M 和 RN 都 是 G@ 的 正规 子 群 且 
M: N| =p. MATHEH GEG fe meEM, A m, g] EN. 


证 明 由 对 应 定理 可 知 M/N 是 G/N W p 阶 正规 子 群 ， 从 而 
M/N < Z(G/N). 故 对 于 任意 的 gsEG 和 meM 有 [ImN9N = N. 
所 以 [m.g] EN. 口 


E G 是 NN 的 循环 扩张 , 则 N 的 特征 子 群 一 定 是 G 的 正规 子 群 . 
在 进行 有 限 p 群 的 循环 扩张 时 , 我 们 应 当 尽 可 能 多 地 寻找 到 N 的 特 
征 子 群 . 这 样 就 可 以 尽量 多 地 应 用 定理 1.4.1 来 确定 所 需 换 位 子 的 取 
值 范 围 . 以 下 我 们 举例 说 明 . 


例 1.4.2. 设 CG 是 Da 的 2 次 循环 扩张 . 则 G@G 是 下 列 群 之 一 : 


G = Dg x Co. 
A) G = be) a = =e = 1, jab = a = [bc] = 


1), (= Dg * Ca = Qs * C4). 


解 ” 设 G=(N,z) 是 NN 的 2 次 循环 扩张 ,其 中 N= (a,b | at = 
b? = 1, [a,b] = a?) = Ds. 由 于 N'= (a) char N, N'<G. HF A= (a) 
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是 N 的 唯一 的 循环 极 大 子 群 , 所 以 A char N. 进一步 也 有 AIG. 现 
在 我 们 得 到 一 个 G 的 主 群 列 : 


Gos Ns As NS1. 


由 定理 1.4.1, 我 们 有 [b,x] € A, [a,x] € N’ 和 [a*,z] = 1. 从 而 我 们 可 
以 设 
aa] =a”, [bz] =a’. 

计算 可 得 [wz3 = [a,x]? la, x, x] = 1, 所 以 可 设 r? = aă. 

4 [a,x] = a°, 则 [a, cb] = 1. 所 以 我 们 可 不 妨 设 [a,z] = 1 (必要 时 
用 cb EFM r, 为 什么 ?). 此 时 , 我 们 可 用 两 种 方法 来 计算 [0,27]. 一 
是 : 

(b, x°] = [b, 2]*(b, 2, 2] = a”. (1.7) 


另 一 种 方法 是 : 
[6,27] = b,a] = a”; (1.8) 
由 (1.7) 和 (1.8) 式 可 得 7 三 上 (mod 2). 
E j,k 均 为 奇数 , RIR r = aË x? =0°, WA za FF 
换 r 或 者 用 oa” 代替 a). 此 时 , Æ [b,x] = a, 则 


G= t= =1, d= g’), 
G 是 本 定理 中 的 (1) 型 群 . Æ [b,c] =a*, W 
G= {r,t | 2" =? = 1, [xb] = 2"). 


G 是 本 定理 中 的 (2) 型 群 

若 jk 均 为 偶数 , 我 们 可 不 妨 设 [b,xz| = 1° [b,c] = a’, 则 用 xa 
去 替换 r). 此 时 , Æ x? = 1, Wl G = (a,b) x (x) 是 本 定理 中 的 (3) 型 群 
G x? =a’, Nl G = (a,b) * (x). G 是 本 定理 中 的 (4) 型 群 . 口 
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§1.5 AR p 群 的 中 心 扩张 


本 节 我 们 介绍 利用 中 心 扩 张 来 构造 有 限 p 群 的 方法 . 由 于 p 群 
的 中 心 非 平 凡 , 所 以 中 心 扩张 在 有 限 p 群 的 研究 中 是 常见 的 并 且 重 要 
的 . 由 中 心 扩张 的 定义 , 下 面 的 定理 是 显然 的 . 


定理 1.5.1. 设 G,N,F 是 群 , 其 中 
IN = (04, Pays, fis | =1, pnr] =l tS LSE 


F = (Bt do a | ma Br) = 1 1 Rm 
EAE N < Z(G) RAMAN E G/N SF, WHERE Bi;, 其 中 
Lism, ixj Si, 全 和 
G = Gl Bg) = (Gia s so, sx. bs) 
具有 以 下 定义 关系: 
E: T ap) = bP b8? bts, l<icm, 


b= 1, by kl=l, 1€7fea, lS jack <a, 


[anb] =1, 1<j<s,1<Il<r. 


其 中 Ni = (by, b2,..., bs). 


定理 1.5.1 的 逆 是 不 对 的 . 任意 给 定 一 个 数组 Biz 定理 中 和 Ni 不 一 
ES N 同 构 . 例如 , 4 F = (21,12) X Qs EN = (n) S C 时 , 4 
G = (a1,a2,n) 满足 如 下 定义 关系 组 : 


n? =1, [n, a1] = [n, a2] = Lai = 9p, as = az, [a1, a2] = at. 


则 G 仍然 与 Qs 同 构 . 
下 面 我 们 仍然 是 用 例子 来 说 明 中 心 扩 张 的 方法 . 


16 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


例 1.5.2. 决定 所 有 的 p 阶 群 ,其 中 了 为 奇 素数 . 


解 ”首先 , 由 交换 群 分 解 定理 , p 阶 交 换 群 只 有 三 种 类 型 , 即 Cyps， 
Cpz x Cp 和 Cp x Cp x Cp. 故 以 下 可 假定 该 群 G 非 交 换 . 

ER p 阶 正规 子 群 N, WE |G/N| = p°, G/N 是 交换 群 , 得 N > 
G'. 但 G"F 1, WBA N = G', 并 且 G' < Z(G). H G/N 循环 , 可 设 
G/N = (aN). 此 时 G = (a, N) = (a) 5 G 非 交换 矛盾 . 从 而 G/N 为 
p? 阶 初等 交换 群 . 设 G/N = (aN,bN), Wl) aN =N HPN =N. 再 
设 N = (zx), W G = (a,b) 满足 以 下 关系 


a? = 1a? = T°, bP = gf, [a,b] = zf, [za] = [z, b] = 1. 


由 于 G 非 交 换 , 所 以 (k,p) = 1. HI 4M SR, 我 们 可 不 妨 设 
[a,b] = z. 

以 下 我 们 可 分 为 两 种 情形 . 

情形 一 : G 中 有 p 阶 元 素 . 即 (i, p)=1 K Vp) = 1. 

此 时 我 们 不 妨 设 (i,p) = 1. 用 bY MR b 我 们 可 得 [a,b] = az 和 
b = ap2. 再 用 bai 去 替换 b 可 得 : 


G = (a,b | a” = bP =1, [a,b] = a}, (1.9) 
情形 二 : G PIC p MICK. Bl i|p AG |p. 此 时 
G = (a,b |e? =P = 2" = 1, [0,6] = 2; [za] = [2,6] =1). (1:10) 


下 面 我 们 验证 由 (1.9) 式 和 1.10 式 给 出 的 群 确实 是 p 阶 群 ， 在 
(1.9) 式 中 , 取 N=(a | a?’ = 1) H r:a at. lr? = yp(1). 由 定理 
1.3.3 可 知 , G 是 N 的 了 次 循环 扩张 . 从 而 G A p 阶 群 . 

在 (1.10) 式 中 , 取 N = (a,x | a” = rP = 1,{a,z] = 1) Mr: ar 
ax,x => ax. Wil 7? = (1). 由 定理 1.3.3 可 知 , G Æ N 的 p 次 循环 扩张 . 
从 而 G Ay p? 阶 群 . 

由 于 这 两 个 群 的 方 次 数 不 同 , 所 以 它们 显然 是 互 不 同 构 的 . O 
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注 1.5.3. 在 例 1.5.2 中 , (1.10) 式 中 保留 了 关系 [zx,a] = [z, 6] = 1. 
而 (1.9) 式 中 则 去 掉 了 关系 [a,b] =1. 这 说 明 中 心 扩 张 时 最 终 也 需要 
利用 循环 扩张 理论 来 判断 最 终 的 结果 是 否 正确 . 但 是 , 中 心 扩 张 确实 
可 以 起 到 简化 运算 的 作用 . 
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第 二 章 ”内 交换 p 群 和 Dedekind p 群 


§2.1 ”内 交换 p 群 


一 个 非 交 换 群 称 为 内 交换 群 , 符 它 的 每 个 真子 群 是 交换 的 . 作为 
这 个 概念 的 延伸 , 一 个 非 交 换 p 群 称 为 AR, 奉 它 至 少 有 一 个 指数 为 
p 一 的 非 交换 子 群 , 但 它 的 所 有 指数 为 p* 的 子 群 都 交换 . 显然 , 内 交 
换 p 群 恰 是 Ar 群 . 内 交换 群 可 看 做 交换 性 最 好 且 应 是 结构 最 简单 的 
非 交 换 群 . 


引 理 2.1.1. 设 G 是 有 限 非 交 换 p 群 . 则 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 
数 为 0,1 或 1 十 p. 


证 明 设 G 至 少 有 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 . 下 证 G 的 交换 极 
大 子 群 的 个 数 是 1 + p. 

iM, 和 M: 是 G 的 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 . 由 此 可 得 G = 
M,Mp, Z(G) < Mı H Z(G) < M2, Mı N Mə < Z(G). 于 是 Z(G) = 
Mı Mp. AX G/M, & M2/Mı N M2 = M2/Z (G), K |G : Z(G)| = p°. 
因为 G 非 交换 , 故 G = G/Z(G) = Cp x Cp. 在 此 情形 下 可 以 证 明 : M 
是 G 的 极 大 子 群 当日 仅 当 M 是 G 的 交换 极 大 子 群 . (事实 上 , AAG 
的 交换 极 大 子 群 都 包含 中 心 , 由 对 应 定理 可 知 , G 的 极 大 子 群 个 数 与 
G/Z(G) 的 极 大 子 群 个 数 相 同 . X |M : Z(G)| = p, 故 M 交换 ) 容易 看 
ih, G 有 1 二 +p 个 极 大 子 群 . 因此 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 数 是 1 十 了 口 


引 理 2.1.2. ZAR p HG 有 非 交 换 极 大 子 群 , 则 G 的 非 交 换 极 
大 子 群 个 数 至 少 为 p. 


证 明 设 G 是 d 元 生成 的 . 则 d(G) > 2 A \G/®(G)| = p*. t 
G/®(G) 可 看 成 GF(p) 上 d 维 向 量 空 间 . G 的 极 大 子 群 的 个 数 即 为 
G/®(G) 的 d 一 1 维 子 空间 的 个 数 . 容易 计算 d 一 1 维 子 空间 的 个 数 为 
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1 it ptp +... tpt, 因为 G 非 交换 , 所 以 G 的 极 大 子 群 的 


p—1 


个 数 至 少 是 1 十 D. 由 引 理 2.1.1 即 得 . O 


下 面 我 们 准备 分 类 内 交换 p 群 . 先 介 绍 两 个 定理 . ENKARA 
独立 的 意义 . 


第 一 个 定理 由 段 学 复 先生 1950 年 在 [60] PAW. 它 在 有 限 p 群 
研究 中 经 常用 到 |. 


定理 2.1.3. 设 有 限 非 交 换 p 群 G 有 交换 极 大 子 群 . 则 
IG|= p|G"||Z(G)|. 
证 明 设 4 是 G 的 交换 极 大 于 群 则 4aG. 令 geG\A 
9 :4 一 4 是 一 个 映射 , 其 定义 为 : 9(a) = [a,g]. Æ a,b € A, W 
(ab) = [ab, g] = [ag, b]*[b, g] = [a, 9][b, g] = $(a)¢(b). 
故 o 是 同 态 . 又 G = (g, A) 是 非 交 换 的 , 则 
Ker($) = {a € A | [a,9] = 1} = 04(G) = Z(G). 


4 K = Im(¢ġ). 则 K < G' < A. AW A 是 交换 的 且 [a, g]9 = [29,9] € 
KNA, #& KaG. X a? = aja, g] € aK, Mg POL A/K. 从 而 
G/K 交换 上 且 K = G’. X A/Ker(¢) S Im(¢), 我们 有 |G| = p|A| = 
p|Ker(¢)||Im(¢)| = p|Z(G)||G’. 口 


第 二 个 定理 由 陈 重 穆 先 生 1985 年 在 [1] 中 给 出 . 它 给 出 一 个 2 群 
是 内 交换 的 等 价 条 件 , 在 本 书 中 经 常用 到 


定理 2.1.4. 设 G 是 有 限 p 群 , 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) G 是 内 交换 群 ; 

(2) d(G) = 2 # |G'| =p; 

(3) d(G) =2 E Z(G) = (G). 
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证 明 (1)> (2): RER a,b EG (# [a,b] 4 1. W H = (a,b) 
非 交 换 , 并 因而 H = G. 因此 d(G) = 2. RG 的 两 个 不 同 的 极 大 子 
群 A 和 B. 由 假设 它们 交换 . 又 由 4,B 的 极 大 性 得 G = AB. 因此 
ANB = Z(G). 再 由 同 构 定 理 , AB/A = B/ANB. Kit |G: ANB| = 
由 定理 2.1.3, |G| = 中 GZ2(G) 于 是 |G"| = p, (2) RX. 

(2) > (3): 因为 |G'| =p, 有 G < Z(G). M G 为 类 2 群 . 计算 
可 得 [z?,y] = [zy]? = 1, 其 中 x,y € G. FÆ ULG) < Z(G). 因此 又 
有 B(G) = Ui(G)G’ < Z(G). 如 果 O(G) < Z(G), 则 由 d(G) = 2 推出 
|G/Z(G)| < p, 于 是 G 交换 , 矛盾 . Be (3) 成 立 . 

(3) > (1): 因为 每 个 极 大 子 群 M > O(G) = Z(G), H. d(G) = 
故 M 交换 , 即 (1) 成 立 . 口 


p” 阶 非 交 换 群 是 阶 最 小 的 内 交换 p 群 . 第 一 章 我 们 已 经 给 出 了 
它 的 分 类 . 现在 我 们 将 其 重 述 如 下 . 


定理 2.1.5. KG Xp? MAE RMA. MG 是 下 列 互 不 同 构 的 群 
mj 
(1) p=2. 
(I) (a,b | at = # = Lo = a) BD = MoI) & 
Ma(1, 1,1); 
(II) (a,b | at = 1,6? = a?,b-1ab = a3) = Qs. 
(2) p# 2. 
(I) (a,b | a? = b = 1,b-1ab = a! +?) S M, (2, 1); 
(T) (a, bc | oF =F =P =—1,[,6) =, lod = cl —1)2 
M,(1, 1,1). 


下 面 是 Rédei 于 1947 年 在 [54] 中 给 出 的 内 交换 p 群 的 分 类 . 这 
里 给 出 的 证 明 完全 不 同 于 Redei 的 原始 证 明 . 
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定理 2.1.6. G 是 内 交换 p 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 
一 . 但 有 一 个 例外 , BPA KH p= 2, m = 1, n=2 的 (ii) 型 群 和 有 参 
%& p=2, m=n=1 & (iii) 型 群 同 构 , 它 们 都 给 出 8 阶 二 面体 群 Ds. 

(i) Qs; 

(ii) Mamma = (a, 0 | aP” = bP” =1,a = git” y, n22,m2I1, 
(Sh Hh HK); 

(iii) N,(n,m,p) := (a,b,c | a?” = P" = P = 1, la, 0] = c fca] = 


[c,b] = 1), n > m È 1, (AE VBA A). 


证 明 <=: 对 于 群 (i), 由 p? 阶 群 均 交换 即 得 . 对 于 群 (i), 令 

= G/(a?"*). WW a = a. Bl G eR. 故 G' < (ay. 对 于 群 
(iii), 4 G = G/(c). 类 似 可 证 , G' < (c). 在 任何 情形 下 , 由 于 G' #1 
即 得 |G"| =p. X d(G) = 2. 由 定理 2.1.4 即 得 结论 . 

一 >: p? 阶 非 交换 群 均 为 内 交换 群 , 它们 是 Qs, Ds 兰 M2(2,1) = 
Mo2(1, 1,1) (对 p= 2), LAK M,(2, 1), Mp(1, 1,1) (对 p > 2). 故 下 面 可 设 
IG| > p’. 由 定理 2.1.4, d(G) = 2, |G’| = p. 取 a,be G E34 [a,b] #1 H 
a = aG',b = bG' & G=G/G' 4, BI G = (a) x (b), 并 且 使 o(a)o(b) 
最 让. 设 ola) = p°, olb) =p™ H. n 2m: 

我 们 首先 断言 : (a) 9 (b) = 1. 

EB, 因为 inb = 1, 也 即 (a) Nn (6b) = 1. ( 此 结论 在 G/G' = 
G = (a) x (b) 的 条 件 下 成 立 . 一 般 不 对 ! ) 从 而 1 A (a)n (b) < G". 则 
(a) N (b) = G’. BG’ = (d). W o(d) = p. 进一步 可 设 d=as = b. Ml 
P = a? = hb = 1. FE p* | op, p™ | tp. Bo = pH, ¢ = ph. 
因为 o(d) = p, 故 (s,p) = (t,p) = 1. 从 而 (s1,p) = (ti,p) = 1. & 
äi = a b =. d= ae d = pr . 不 失 普 遍 性 可 设 a?” =d, 
bp” =d. 于 是 az” = 如 ”. ( 注意: 要 保证 a, bi 仍然 满足 a,b 的 
条 件 ! ) 
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因为 G < Z(G), RG 是 类 2 的. 从 而 对 任意 的 x,y € G, 有 


| (xy)? = xPy?, p>2 (2.1) 
(zy)? =27y?ly,2], p=2. 

#2 p > 2, FA (2.1) ÈR ar = bP" 推出 

(a?” "bl)P™ 二 fae ye epee = agape = 1. 


4 bf = aP" ot. Mil o(b') < p™! < olb). I o((b’)) < olb) < p™ 1 < 
o(b). A— ion G = (a)(b’). FÆ |G| = |(a)(b)| = (a) (b’)|. 由 此 可 得 
Tt = TA a BA (a)n (b) =1 及 o((5)) < ob), HEM (a) (H) = 
I. 故 b 和 a (mod G') 仍然 是 G 的 基底 , 但 o(a)o(b') < o(a)o(b). 矛盾 

于 a,b 的 选取 . 

车 p=2,m 之 3 或 n > m, WPA ("a =1 同上 
可 得 矛盾 . 于 是 n < m < 2. 又 由 假设 nz m, 故 有 n= m=2. 因 
为 am” = we" =deG, 故 |G| = |@ x (| < 2"12m-!1， 从 而 
IG| = |GIIG'| < 8. 与 我 们 假设 |G| > p? FE. 事实 上 , |G] = 8 H 
= Oa. 

这 样 我 们 证 明了 (a) (b) = 1. 并 因此 |G| > p?*™. 

令 [a,b] = c. 则 G = (我 们 区 分 两 种 情况 : 

(i) G’ 既 不 是 (a) 也 不 是 (b) 的 子 群 : 

此 时 因为 |G'| = p, 我 们 有 (a)NG’ = 1, ù nC = 1 于 是 
a = I 4 a € (a)NG’ =1. 由 此 可 得 o(a) = ola). 同 理 , o(b) = o(b). 
X G/G’ = G = (@) x (6). 故 |G| = |(a)||(6)| = p"p™ = p™*™. W 
|G| = m0 = = prim" AA G < Z(G), n > m, 此 时 我 们 有 


az = bP” = cP = 1, [a,b] = c, [c,a] = [c,b] = 1 


H expG = p". 其 中 n > m > 1， 我 们 得 到 定理 中 的 群 (iii). H 
|G| = p"*™*! H expG = p” A] Fl, n A m 都 是 G 的 不 变量 . 特别 地 ， 
(iii) 型 群 中 的 不 同 参数 的 群 互 不 同 构 . 
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(ii) G' 是 (a) 和 (b) 中 恰好 一 个 的 子 群 : 

如 果 我 们 去 掉 前 面 的 假设 n > m, 则 不 妨 设 G' < (a). 这 时 (a) 是 
G 的 循环 正规 子 群 . 因为 G/G' = G = (a) x (b), BH G = (a,b,G’) = 
(a,b) = (a)(b). 从 而 G 是 亚 循环 群 . 因为 G' < (a), Mn > 2. (AM, 
G’ = (a)). 设 [a,b] = a’. 由 定理 2.1.4 知 Z(G) = O(G ) = U1(G)G’. 
故 bP e Z(G). 从 而 Ia, 加] = 1. HAG’ < Z(G), KG 2 的 . it 
算 可 得 oz = [a,b]? = [a,b] = 1. 故 可 设 i= so ， sa 设 t 满足 
st = 1(mod p). 以 bt (RF b, 我 们 有 olb) = o(b'), G = (a,b) = (a, bt). 
因为 G 是 类 2 的 , 计算 可 得 


也 一 上 了 于 一 工 


[a,b] = [a, 中 es (a) = (as? P zs mstp" = q(itpts)p™~ = af 


不 妨 设 b= bY. 则 得 到 群 的 表现 (ii). 

下 面 要 证 明 (ii) 型 群 中 不 同 的 参数 值 对 应 于 不 同 构 的 群 . 由 (2.1) 
AM n > 2 可 知 , Va,b EG, (a ipj p™ m me i, 故 expG < pmax(mn) 
又 |G| = pP +™, 故 expG = pr"), 如 果 有 与 表现 (ii) 的 群 同 构 但 
参数 不 同 的 群 , 它 必 有 如 下 表现 : 


G = (a,b | a?” = bP" = 1,a? = att"), (ii’) 


并 且 n Am. ERM (ii) 和 (G) 的 两 个 群 中 , BAC < (a). GG 
为 表现 (ii) 的 群 , 下 证 G/G' 兰 Cp-1 x Cpm. 首先 , G' = (fa, b]? | 
g € G) = (or”) # ofa) = p"-!， 另 一 方面 G = (a)(b). p 
G/G' = G = (a)(b). 因为 |G| = |(a)|] = HHH = (a) || (O)]. 
(a) (b) = 1， 由 此 得 (a) 中 (b) =1. Kitt G/G' = G = (a) x o 
再 一 次 由 la) n (b) = 14 1# EG’. 故 o = o(b) = 
这 就 是 说 , G/G' S Cyn x Com. HG 为 表现 (i) HR, a 
G/G' = Cym-1 X Con. 此 时 , 一 个 G/G' 有 一 个 阶 为 exp G 的 循环 正规 
FH, 而 另 一 个 没有 . 显然 这 是 一 个 矛盾 . 

最 后 我 们 证 明 (ii) 型 群 和 (iii) 型 群 互 不 同 构 . 注意 , 满足 abeaG 
(# a = aG’,b = bG! 是 G = G/G' 的 基 的 所 有 a,b 中 o(a)o(b) 的 最 小 
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值 显然 也 是 G 的 一 个 不 变量 , 记 其 为 mG). 从 证 明 中 可 以 看 出 , (ii) 
型 群 中 |G|/m(G) = 1, (iii) 型 群 中 |G|/m(G) = p. 口 


82.2 Dedikind p 群 


称 群 G 为 Dedekind 群 , 如 果 它 的 所 有 子 群 均 在 G 中 正规 . 我 们 
又 称 非 交换 的 Dedekind 群 为 Hamilton #. 
下 面 的 定理 给 出 了 有 限 Dedekind p 群 的 分 类 . 


定理 2.2.1. 设 G 是 有 限 Dedekind p 群 . 则 
(1) G 交换 ; 或 者 
(2) p=2 # E G Qs x Cy, HP n 是非 负 整数 . 


WER 设 p> 2,G 是 使 定理 不 真 的 极 小 反例 . 则 G 的 每 个 真子 
群 交换 , 于 是 G 是 内 交换 群 . 由 定理 2.1.6, G 有 非 正 规 子 群 , 矛盾 . 

设 p=2, 且 G 非 交 换 . 取 G 的 一 个 内 交换 子 群 H. WW A 亦 为 
Dedekind 群 , 由 定理 2.1.6, H = Qs. & H = (a,b). Ml o(a) = o(b) = 4, 
a? = b°, H [a,b] =a”. & C = Coa(H). M) C = Cella) NCo((b)). 由 
N/C 定理 , |G : Ce((a))| = 2, |G : Ce((b))| = 2. FÆ |G : C| < 4. X, 
CNH = Z(H) = (a°), 故 HO =G. 下 面 证 expC = 2. 如 若 不 然 , 有 
c E C 使 得 ol(c) =4 因 G 中 2 阶 子 群 丝 正规 , 故 2 阶 元 属于 中 心 . 而 
Al ac ¢ Z(G), 推出 olac) = 4. 又 因 [ac,b] = [a,b] = a, (ac) IG, F& 
a° € (ac). 于 是 得 a? = (ac)? = a?c?, c? = 1, 5 ole) = 4 矛盾. 这 样 我 
们 证 明了 C 是 初等 交换 2 FF. 取 (a) 在 C PIF D, Wl G = A x D, 
定理 得 证 . 口 
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第 三 章 WRK p 


§3.1 Ih p 群 的 基本 性 质 


KAR p 群 G 是 亚 循环 的 , 4 OG 有 循环 正规 子 群 N 使 得 G/N 
也 是 循环 群 . 亚 循环 群 有 以 下 重要 的 定理 : 


定理 3.1.1. 有 限 了 了 群 G 亚 循环 当 且 仅 当 G/O(G’')G3 LAF. 


证 明 ”只 需 证 充分 性 , 可 设 O(G')G3 #1. MK < B(G')G3s 满足 
IK| =p, KIG. 由 归纳 法 可 以 假定 G/K 亚 循 环 , BATE LAG, L> K 
使 得 G/L Al L/K 是 循环 群 . 如 果 工 循环 , 则 G 亚 循环 . 因此 下 面 假 
设 工 不 循环 . AA K < Z(G), LXR. 设 L= M xK, 其 中 M 循环 ， 
并 且 [MI =p’. 因为 1 < 0(G')G3 < G < L, |L| > p. Fs > 2. 
MA U (M) = V (L) AR LAG, U(M) IG. $ N = O01(M)K. W 
NIG H |L: N| =p. 这 推出 LAN < Z(G/N). 因 G/L 循环, G/N 交 
换 . 于 是 G' <N. 因为 


IG/G NG(M)= |G'Oi(M)/01(M)| < |N/O1(M)| = p, 


有 G = C@N Gi(M) 或 者 |G’ : G' Nn G1(M)| = p. 假定 前 者 发 生 ， 
K < G' < 0(M) < M, FE. 于 是 有 |G’: G'NGi(M)| =p. XA 
G' NU (M) 4G, t G = G/Œ@' ANUM), # C| =p. 于 是 8(G)= 1 
Gs = 1. ， 这 得 到 ®(G’)G3 < @' NU (M). 但 因 K < B(G')Gs, 得 
K <G'NUi(M) <M, 矛盾 . 口 


定理 3.1.2. HT p>2, AIR p eG LARS ARS wG) <2. 
证 明 =>: AG 亚 循环 , C <U (G), 即 01(G) = O(G). 于 是 


metG = |G/U1(G)| = |G/8(G)| < p’, 


at 
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BN w(G) < 2. 

<=: 对 任意 的 N AG, (G/N)/U(G/N) = (G/N)/(W(G)N/N) = 
G/U(G)N, 因此 w(G/N) < w(G). 由 定理 3.1.1, 可 设 O(G’)G3 = 1. A 
此 G 内 交换 . 又 因 w(G) < 2, 


|G/®(G)| < |G/01(G)| < p’. 


除 掉 G 循环 的 情形 , 有 d(G) = 2 Al (G) = 01(G). 因此 G <U (G). 
这 时 G 是 定理 2.1.6 中 的 (2) 型 群 . 因此 G 亚 循环 . O 


推论 3.1.3. (Huppert) 对 于 p> 2, HAM p # G 可 表 为 二 循环 
子 群 的 乘积 : G=(a)(b), 则 G LAH. 


证 明 由 推论 条 件 , 01(G) > (a?)(b”), BK |G/Oi(G)| < p°, Bp 
w(G) < 2. 由 定理 3.1.2 即 得 结论 . 日 


§3.2 EA p 群 和 内 亚 循环 群 p 群 的 分 类 


有 关 亚 循环 p 群 的 研究 成 果 是 相当 丰富 的 . 从 上 世纪 60 年 代 末 
开始 , 已 有 许多 人 给 出 了 亚 循环 p 群 的 分 类 . 然而 有 限 亚 循环 p 群 分 
类 的 是 1973 Æ B. W. King 第 一 个 在 文 [43] 中 给 出 的 . 因为 其 发 表 得 
最 早 , 这 个 结果 得 到 了 广泛 的 应 用 . 但 是 遗憾 的 是 , B. W. King 的 分 类 
中 有 两 个 小 错误 . 这 两 个 小 错误 最 早 是 1987 年 , RR HARE TE De [61] 中 
指出 . 随后 G. L. Peterson 和 G. Silberberg 分 别 在 文 [53, 59] 对 错误 进 
行 了 纠正 . 另外 , 在 [49, 50, 51] 中 , M. F. Newman 和 徐 明 曜 利用 了 BF 
生成 算法 重新 分 类 了 亚 循环 p 群 ,其 中 p > 2 的 情形 已 经 发 表 , 见 [50]; 
但 p= 2 的 情形 尚未 发 表 . 对 于 p = 2 的 情形 , 在 [62] F, HAMA. 5k 
勤 海 完 整地 分 类 了 亚 循环 2 群 , 其 方法 完全 独立 于 p 群生 成 算法 . 下 
面 我 们 的 定理 阐述 了 文 [50, 51, 4, 62] 给 出 的 亚 循环 p 群 的 分 类 . 
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定理 3.2.1. (1) 设 G LAR p 群 ,p AFK, N 


r+s+u r+s+t T+ 


G = (a,b | a? = 1. ae ”ob = al+P ) 


其 中 r, stu CIR SRAMR r>Slu<cr, 对 于 参数 mi st 的 不 
同 取 值 , 对 应 的 亚 御 环 群 互 不 同 构 , 我 们 用 < r,s, t, u >p 来 记 这 个 群 . 

(2) 设 G 有 是 亚 循环 2 群 , 则 G@G 有 是 以 下 群 之 一 : 

(I) G 有 一 个 循环 极 大 子 群 . 则 G 是 二 面体 群 , 半 二 面体 群 , 广义 
四 元 数 群 , 或 一 般 亚 循环 群 G=(a?” = 1,0? =1,0° =a") n>3. 

接 下 来 我 们 假设 G 没有 循环 极 大 子 群 . 则 G 是 以 下 互 不 同 构 的 
两 种 群 之 一 : 

(II) AR HEAR 2 #: G = (ab | a" = 1,07" = 
a ab = alt2"),， 其 中 7,s,t,u 是 非 负 整 数 且 满足 Fr > 2u<r, 
对 于 参数 7,s,t,u 的 不 同 取 值 ， 对 应 的 亚 循 环 群 互 不 同 构 ， 我 们 用 
<1r,8,t,u >2 米 记 这 个 群 . 

(IIT) 特殊 的 亚 箱 环 2 群 : G = (ab | a" ™ 一 1,b2 = 
CE of 一 aT 1+2 ”\)， 其 中 r,s,v,t, t, u RIEA ERKELA r> 
2t Sr, ,u <S 1,tt' = sv = tv = 0, REŽ t Sr-1, Mu=0. ANA 
< r,s, V, t, t u >2 来 表示 这 个 群 . 不 同类 型 的 群 互 不 同 构 , 同一 种 类 
型 但 参数 具有 不 同 值 的 群 互 不 同 构 . 


下 面 是 内 亚 循 环 群 的 分 类 . 


定理 3.2.2. (Blackburn [18]) 设 G ZA LM p F. Wl G 是 下 
列 群 之 一 : 


(1) p® 阶 初等 交换 群 ; 
(2) 方 次 数 为 p  p® 阶 非 交 换 群 , 其 中 卫 是 奇数 ; 


(3) FEZA 3 的 34 阶 群 ; (a,b,c | B® = c® = 1,[e,b] = l,a? = 
b73, [b, a] = c, [e,a] = b79}. 
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(4) Qs x C2 或 者 Ds*COa( 阶 为 16), Dg x Cy = (a,b,d | a? = b? = df = 
1, [a,b] = d?, [d,a] = [d, b] = 1); 


(5). {a,b,c | at = b = 1,c? = a7b?, [a,b] = B?, [c,a] = a, [e,6] = 1) B 
阶 为 32. 


BOS ”指数 为 p 的 子 群 都 交换 的 有 限 p 群 


显然 , 指数 为 p 的 子 群 都 交换 的 有 限 非 交换 p 群 一 定 是 有 限 亚 
Hamilton p 群 . 这 样 的 p 群 包括 内 交换 p FERI Aa 群 . 

我 们 以 P 表示 任 一 群 性 质 , 比如 可 解 , 交换 , 循环 , 亚 循环 等 等 . 称 
EG H P E, mR G 具有 性 质 P. it G 不 是 了 群 ,但 G 的 每 个 真 
TREN P 群 , 则 称 G 是 一 个 内 P 群 . 

设 G 是 有 限 p 群 . 我 们 称 G EP, 群 , E G 的 所 有 指数 为 p” 的 
子 群 都 是 PH, 并 且 至 少 有 一 个 指数 为 p" WFR A Ze PF. 

特别 地 , 我 们 用 4 来 表示 “交换 ”这 一 群 性 质 . 则 Al 群 是 指 所 有 
极 大 子 群 都 交换 但 本 身 非 交换 的 有 限 p 群 , 即 内 交换 p R. A 群 是 指 
所 有 2 极 大 子 群 都 交换 但 至 少 有 一 个 极 大 子 群 非 交 换 的 有 限 2 群 . 


§4.1 EEA A 群 的 分 类 
首先 假设 G 亚 循环 . 为 了 分 类 Aa 群 , 我 们 给 出 定理 4.1.1. 


定理 4.1.1. 设 G 是 亚 循环 p- BH. 则 Ge Ay 当 且 仅 当 |G'| =p’. 


证 明 设 G 是 .42 群 .G 的 极 大 子 群 交换 或 极 小 非 交换 . 设 M 是 
非 交 换 的 极 大 子 群 . 则 M 极 小 非 交 换 . 由 定理 2.1.4, | M"| = p. 因为 Cr 
是 循环 群 以 及 M' < G' 得 到 MI = 0,(G’). i G = G/M' = G/0,4(G’). 
断言 G #1. #4, G = Q1(G') ABH p. 由 G 是 亚 循环 群 , 有 
d(G) = 2. 根据 定理 2.1.4, G 是 A 群 , 矛盾 . 由 K/Q1(G') 是 极 大 子 
群 可 知 , K 是 极 大 子 群 . 由 OK’ < (G), K/Q1(G') 是 交换 群 . 由 定理 
2.1.4, G fi Ar R RITER |G’/2(G’)| = [C] = p. i |G| = p°. 

反 过 来 , 假设 1G| = p?. i N =01(G"), HE G 的 一 个 极 大 子 群 . 
M G < B(G) < H. 着 G = H, 则 存在 元 素 aeE GH WE G = (H,a). 
x G = (G',a) = (a) 是 交换 群 , 矛盾 . 因此 N < G' < H. 因为 
|G’/N| = p Ml d(G/N) = d(G) = 2, 所 以 , 由 定理 2.1.4, G/N 是 内 交换 


31 
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He. 这 样 , H/N 交换 , 因而 H’ <N. i H'=1 8% H' =N. # H =N, 
则 |H'| =p. X G 是 亚 循环 , 那么 d(H) = 2. 由 定理 2.1.4, H 是 内 区 
换 群 . 因此 , G 是 Ao 群 . 口 


根据 定理 4.1.1, 我 们 将 找 出 定理 3.2.1 中 满足 A 群 条 件 的 群 . 有 
以 下 定理 


定理 4.1.2. 设 G RLM p- 群 . 则 @G 是 A2 群 当 且 仅 当 G 是 
以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
(1) <r,s,t,u >p 满足 stu=2, FLX p=2, Mr d2. 
(2) 16 阶 二 面体 群 , 半 二 面体 群 和 广义 四 元 数 群 . 
(3) 过 中 
(4) <7T,s,v,t,t' u >2 HP r=2,s+v+t’+u=1,t2>0. 


证 明 (1) 假设 p> 2. 由 定理 3.2.1, G' = (ar). HF GE A F, 
G' BTA p°, Bl G| = pt =p? Hst+u=2. 同样 , 当 G 是 通常 的 
亚 循环 2 群 时 , 我 们 得 到 相同 的 结果 . 

(2) 假设 G 有 循环 极 大 子 群 且 |G| = 2"+ . 这 些 群 如 下 所 示 

三 面体 群 .@ = (a,b| a” =P =1,b-'ab=a!) HH n>2, 

半 二 面体 群 G = (a,b | a?” = b? = 15labg = att?" ) 其 中 
m= 3, 

广义 四 元 数 群 G = (a,b | a?” = 1,0? =a?” blab = a`!) 其 中 
i. > 2, 

这 三 种 群 都 是 极 大 类 2- 群 . 注意 到 G' = (a?) ABTA 2"). AG 
是 Ao BF, |G’| = p°. Hn = 3, |G| = 16. 

对 于 一 般 的 亚 循环 2- 群 ,G = (a,b | a?” = 1,b? =1,a° = alt?" y, 
其 中 n>3. G' = (a) 且 阶 为 2. 又 因为 d(G) = 2, 根据 引 理 2.1.4, 
G 是 内 交换 群 . 

(3) 设 G 是 特殊 亚 循 环 2 群 . 
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iP (a?) ABH grtst+utt’+u-1 因为 Gi As HE 所 以 六 十 5 十 
vt+ftu-1=2. Er=3, Ws =v=ť =u=0,t50; Fr=2, W 
stv4¢t/+u=1,t20. 口 


84.2  p* Bt Ap 群 的 分 类 
假设 G 非 亚 循环 , 既然 p 阶 群 的 分 类 已 被 人 们 所 知 , 那么 只 需 


要 找 出 此 分 类 中 的 非 亚 循环 AB 
定理 4.2.1. 设 G 是 pf 阶 群 . WG 同 构 于 以 下 群 之 一 : 
一 、G 为 交换 群 : 
(1) G 
(2) G=(a ae = fF = I, lo, 8} = 1); 
(3) G Soars pe = bP” = 1, [a,b] = 1); 
(4) G = (a,b,c | a? =p = P =], lg,b) = lac = [b,c] = 1); 
(5) G S C 


二 、G 为 非 交 换 群 (p = 2): 


= GAB G = (a,b| a? = 0? = 1,b-1ab =a"); 
G= (a,b| a? =6? = Lib =a"); 
$= GAH G = (a,b | a =b? = 1,b-1ab =a); 


G S= wed 
G = Qs x C2; 
C= fe, belu ab =c* = 1, |e, | =, [a, ds [b,c] = 1); 


三 、G 为 非 交 换 群 (p > 2): 
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(6) G = (a,b | am = bP =1,b-1ab=a!**’), 
(7) GM xCp, P M X pP Brak R HeeF A expM =p’; 
(8) G = (a,b | a? =b = 1,0 tab = aP}; 

(9) G = (a,b,c | aP = bP =P =1, b 6) = a, lad = lac] = 1)y 
(10) G = (a,b,c | aP” = bP = cP = 1, [a,b] = c, [a,c] = [b,c] = 1); 
(11-13) G = (a,b,c | P =F = Le? = a? [a,b] = a’, la, o] = 

b, [b,c] =1), HP a=0,1 Ra 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 


AA; 当 a 取 不 同 的 值 时 , 决定 3 种 互 不 同 构 的 群 . 

(14) G=MxC,, HP M & pP Brak RAE exp M =p; 

(15) G = {a,b,c | ga? = P = f =f = 1,144 = b bhd] = 
a, [a, b] = [a,c] = [a, d] = [b,c] = 1), RP p> 3; 

(16) G = dabe | a = = & = 1,[e,6] = 1, [a,¢ = b,[e,6°7] = 


a’. 
定理 4.2.2. 4 GX Ap FH |G| = pt. 假设 G 非 亚 循环 . 则 


(1) # p=2,G 是 Dg x Co, À Qs X Co, 或 中 心 积 Dg * C4. 
(2) #p>2,GRMxO,, EP M A p Ma RRA (M 有 两 
种 互 不 同 构 的 形式 ), 或 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
(i) (a,b,c | aP” = bP = cP = 1, [b,c] = aP, [a,b] = [a,c] = 1); 
(ii) (a,b,c,d | a? = P = cP = d= 1,[e,d] = b, [b,d] = 
a, là; b] = (a, ce] = (a, d = [b ce} = 1); 
(iii) (a,b,c | aP = bP = 1, = a, [a,b] = a?, [a,c] = 
b, [b,c] = 1), HP a = 0,1 或 是 一 个 模 p HFEF AEA 
余 (三 种 互 不 同 构 的 群 ); 
人 
b; fe, 6-7] = a5. 


证 明 “我们 只 需 考虑 定理 421 中 的 非 交换 群 . 因为 |G| = pt, 所 
以 G 的 指数 为 22 的 子 群 都 交换 . 由 A: 群 的 定义 , G 是 Ao 群 等 价 于 
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G 有 一 个 非 交 换 的 极 大 子 群 , 也 等 价 于 G 不 是 内 交换 群 . 

ig p= 2. FF (8), (11) Al (14) 都 是 内 交换 群 . 对 于 群 (6), (7) 和 
(9), 由 于 G' = (a) 且 阶 为 4, 故 它 们 都 是 亚 循环 的 4 群 ， 对 于 群 
(10), (12) 和 (13), 它们 都 是 三 元 生成 的 , 根据 定理 2.1.4 可 知 , 它们 都 
不 是 内 交换 群 , 因此 这 三 种 类 型 的 群 都 是 Ao FR. 

接 下 来 考虑 p > 2 的 情况 . 群 (6), (8) 和 (10) 都 是 内 交换 群 . 群 
(7), (9), (14) 都 是 三 元 生成 的 ; 对 于 群 (11-13), G = (a,c), G’ = (a?,b) 
HR p’; 对 于 群 (15), G = (c,d), G' = (a,b) ABTA p°; 对 于 群 (16)， 
G = (a,c), G' = (b,a) 且 阶 为 9. 根据 定理 2.1.4 可 知 , 群 (7), (9), 
(11-13), (14), (15), (16) 都 不 是 内 交换 群 , 故 都 是 Ao 群 . 

通过 以 上 的 计算 , 我 们 知道 : “4 p= 2 WY, 群 (10), (12) 和 (13) 是 
非 亚 循环 Ao 群 ; 当 p > 2 时 , 群 (7), (9), (11-16) 是 非 亚 循环 Ao 群 . 进 
一 步 地 , “4 p= 2 时 , 群 (10), (12) 和 (13) 是 定理 4.2.2(1) 中 的 群 . 群 
(7) 或 (14) 是 定理 4.2.2(1) 中 的 群 M x Cp, p > 2; 群 (9) 是 (i) 型 群 ; 
群 (15) 是 (ii) MURR; HE (11-13) 是 (iii) 型 群 , 以 及 群 (16) 是 (iv) 型 群 口 


84.3 ”二 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 A 群 的 分 类 


以 下 假设 |G| > p? AG 有 非 交 换 的 极 大 子 群 ， 先 给 出 两 个 有 用 
的 引 理 . 

引 理 4.3.1. 设 G 是 一 个 非 交 换 p- 群 且 有 一 个 交换 的 极 大 子 群 
和 一 个 非 交 换 的 极 大 子 群 . 

(1) 设 天 是 @ 的 非 交换 的 极 大 子 群 . 则 |G : K'| = p|Z(K)|/|Z(G)|; 
(2) Æ d(G) = 2, c(G) 23. 

证 明 (1) 由 定理 2.1.3, |G| = p|G'||Z(G)|. Be A 是 G 的 交换 的 
极 大 子 群 . 则 G= KA. 因为 |G/4| = |KA/A| = |K/K N A| = p, PF 
以 Kn A 是 K 的 交换 极 大 子 群 . 由 定理 2.1.3, |K| = 中 天 "|Z(K)|、 故 
IG’: K'| = p|Z(K)|/|Z(G)|. 结论 成 立 . 
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(2) EB, 设 4 是 G 的 交换 极 大 子 群 . 设 G = (a,b), Hae A. 
由 c(G) = 2 和 b € A WF, [a,b]? = [a, bP] = 1. WI |([a,d])| = |G| = p. 
根据 定理 2.1.4, G 是 A, 群 , 矛盾 . 口 


引 理 4.3.2. 设 G 是 Ao #, d(G) = 2, 且 |G| = p”, G 有 一 个 交换 
的 极 大 子 群 4, 非 交 换 的 极 大 子 群 KK. 则 


(1) Z(K) = ®(K) = Z(G), |G'| = p°; c(G) = 3, “ZR G'NZ(G) = 
G3; 

(2) ATF b e G\A, G = (b, A), Z(G) = (bP, G3) 以 及 o(bG’) = 
0(bG3) =p" 存在 元 素 a, HX a, € A\B(G) E olai") = 
p. 


证 明 (1) 因为 G 非 交 换 和 d(G) = 2, 所 以 Z(G) < O(G) < K, # 
而 Z(G) < Z(K). Xh G = (A, K) #1 ®(K) = Z(K) < A 可 得 , Z(K) < 
Z(G). 因此 Z(K) = Z(G). 根据 引 理 4.3.1, |G’| = p?, c(G) = 3. 因为 
Gs < Z(G), PFU G3 < Z(G)NG'. 又 因为 ce(G) = 3, i G3 = Z(G)NG’. 

(2) 因为 4 是 G 的 交换 极 大 子 群 以 及 be G\A, 所 以 G = (b, A), 
也 有 Z(G) = Ca(b). 若 否 , Z(G) < Ca(b). 存在 ze Ca(b)\Z(G). 故 
z E€ Z(G), FJA. 设 M = (b,G"). 由 c(G) = 3 可 得 , M 非 交换 . 这 样 , M 
是 极 大 子 群 并 且 是 极 小 非 交 换 . 设 G= G/G3. 因为 d(G) =d(G) = 2 
和 || = p, 所 以 G 是 内 交换 群 ， 再 由 M/Gs 交换 ，M' = Gs. W 
(bP, G3) < ®(M). 

因为 |M/( 妇 , G3)| = |(b, G')/ (bP, G3)| = p°, 所 以 (bP, G3) = (MM). 
由 定理 2.1.4, Z(M) = PoS (bP G3) HH (1) 有 Z(G) = sé G3). 

BE (bP) NGs = 人 如 ) 由 |2(G)| = fetay = EE = pt = prs 
可 得 t=n-3 且 (wr as = (bP), 因此 o(bG3) = pp. AW 
bP € Ca4(b) = Z(G) Al Z(G) NG’ = G3, PW (bP) NG’ < (P) N G3. 又 
(bP) NG > (bP) N G3, 所 以 (bP) NG’ = (bP) N G3. BL 0(bG’) = o(bG3), 
也 有 G/G' 的 型 不 变量 为 (p?p) 存在 元 a 满足 o(a1G') =p A 
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G/G' = (bG’,a,G’). 我 们 断言 ol € A. Æ a; ¢ A, 0(a,G’) = p°? > p. 
矛盾 . H G = (b,a1,G") = (b, a1), a1 ¢ (G). 口 


以 下 定理 4.3.3, 我 们 列 出 了 所 有 的 有 交换 极 大 子 群 的 二 元 生成 的 
Ao FF. 


定理 4.3.3. 4 @ 是 二 元 生成 的 Ap 群 且 有 一 个 交换 的 极 大 子 群 
A. 假设 G 非 亚 循 环 且 |G| =p" (n>5), Mp>2,GRKFRZ 


em 


(1) (b, a1, a2, a3 | pp" * = af = a, = of = 1, lab] = ae, lao, 6) = 
a3, [äna] = 1, [a3,6] = 1), RP 1< 4,7 < 3; 

(2) (b, ay, a2 | pr og ay = ab = 1,[a1,6] = az, lag, Öl = per 
(ay, a2] = 1, [加 ” ,al] = [br ,aa] = 1); 

(3) (b, a1, a2 | — a? = a, = 1, las, 5) = än ab] = a7’, 
lai, a2] = 1, [a,b] = laf a2] = 1), HP i = 1 RA Vv 是 一 个 
固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 


证 明 设 G= (a,b) 其 中 be G\A, ai E€ A\O(G). 由 定理 4.3.2, 
我 们 假设 aa E€ C. 设 az= [a,b] M az = [a2,b]. M) GC’ = (a2,a3) 
H [ai,a;] = 1 HP i,j = 1,2,3. H b e A, RRIJA la, bP] = 1 A 
[az, 加] = 1. 计算 可 得 ala6) =] H af = 1. 

我 们 断言 p > 2. GAR, a3 = 1 和 as = az 计算 可 得 [a?a2,0] = 
azaa = 1, 我 们 有 aiaz € Z(G). 根据 引 理 4.3.2(2), a? c G'， 因 此 
a?az € G'N Z(G) = G3. J] a?az = 1 或 aiaz = az”. 容易 得 到 az = aj? 
或 az = ai. 因为 a? = ailai, b] E (a1), 所 以 (a1) 是 G 的 正规 子 群 . 故 
G = (a1)(b) 亚 循环 , 矛盾 与 假设 . 

因为 p > 2, 所 以 a2 = 1,03 = 1, 因此 exp(G’) = p. 由 [ao = 
(ay, b]P[2a;, b] 2) =a,=1,f af € Z(G). Ral € C', Ud € 
G' N Z(G) = Gs = (a3). # a? = az. H o(bG3) = p3, i bP” = al, 
其 中 0< zy<p-1. 
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Æ r= y = 0, Wl G 是 类 型 (1). 

# (y,p) = 1, B a, = ab P", Hp yy’ = 1(mod p). 那么 
a’, € A\®(G), a} = a2,a4 = az. W al? = aPb-79'?”" * = 1. EEEN TF, 
RIER 2=0: W á =a M ay = lat 0b] 三 人 eg b, b] = (a), b, b = 
ay =b". H al 代替 ai, G 同 构 于 类 型 (2). 

ay 0H (py) = 1,8 Y= 4, ha Sarine IA a = 
[a1,b',b'] = [a1, bF, bF] = [a1, b, b]? = ak? = at 7P Hh xz’ = 1(mod p). 
大 T 是 模 了 2 的 平方 剩余 , 设 刀 =7 awe Be = (mod p); Æ 2’ 是 
模 p 的 平方 非 剩 余 , 设 z = 的 光大 = (t), EP t ERR p 的 原 根 . 
ie aiT? = ai. 进一步 地 , 假设 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 
用 b RE b, 则 G 同 构 于 以 下 两 种 群 之 一 : 

(3a) G = (a,b | P"? = a? = a = 1, [a,b] = an, [a2, b] = a, 

1), 

(3b) G = (a1,b | —— = 三 = ab = 1, [ä1, b] = ao, [a2, b] = aP, 

[oi a2] = 1, [a}, b] = [af ; a2] = 1), 


[ai a2] = 1, lg = [al,aa] = 


接 下 来 , 我 们 验证 类 型 (1), (2), (3a), (3b) 的 群 都 是 Ao 群 . 其 实 
就 是 验证 极 大 子 群 中 既 有 交换 群 , 也 有 非 交 换 群 , 并 且 非 交换 的 都 是 
A; 群 . 对 于 每 一 种 类 型 的 群 都 有 c(G) = 3, exp(G’) = p 和 |G’| = p’. 
由 d(G) = 2, G 有 p+1 个 极 大 子 群 . 极 大 子 群 分 别 是 (a1, 0(G)) 和 
K, = (bat (G), (HPs =0,1,...,p—1). 

对 于 类 型 (1) Z(G) = (bP, a3), ®(G) = (bP, az, a3) = (a2, Z(G)). 极 
大 子 群 如 下 : 

= (a1, 里 (G)) = (a1,a2,2Z(G)) 是 交换 群 . 

Ka = (baf, ®(G)) = (bas; bP, . as); (8 = 0 0, = 1) 

因为 (bas)? = bPa |b, a, *](2) fb, 2a, 9] 3) 2b an \()= peat) 和 
[a2, bat] = a3, 所 以 |Ks| = |(a3)| = p, ((bai)?, a3) = (6”,a3) = ®( Ks), 
而 且 d(K,) = 2. 由 引 理 2.1.4, Ks = (bat, a2) 是 内 交换 群 . 
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对 于 类 型 (2) Z(G) = (P), O(G) = (bP, a2) = (a2, Z(G)). 极 大 子 
群 如 下 : 

H = (a1, ®(G)) = (al,az, Z(G)) 是 交换 群 

Ks = (bai, ®(G)) = (bai, bP, az) (s = 0,1,...,p—1). 因为 (bai)? = 
brasi) = prbsp™ "(8) 和 Jaz, bas] = a3 = tr" < ((bas)?), 所 以 | 天 | 
[(?"*)| = p, ((bas)?, bP”) = (P) = (Ks), 而 且 有 d(Ks) = 2. 因此 
K, = (baj, a2) 是 内 交换 群 . 

对 于 类 型 (3) Z(G) = (bP, ay), B(G) = (P, a1, a2) = (a2, Z(G)). 极 
大 子 群 如 下 : 

H = (a1, ®(G)) = (a1, a2, Z(G)) 是 交换 群 . 

Ks = (ba{,®(G)) = (ba, bP, a’, a2), “= 二 0,1,...,p 一 1)， 因 为 
(baz)? = bras 9) = pea P) 和 [a2, bai] = al ,所 以 |K;| = |(at)| = p, 
(bay )?, at) = (bP, at) = ®(K), 而 且 有 d(Ks) = 2. 因此 Ks = (bai, a2) 
是 内 交换 群 . 

这 样 就 证 明了 以 上 四 种 群 都 是 A2 群 . 

最 后 , 我 们 证 明 类 型 (1), (2), (Ba) 和 (3b) 的 群 互 不 同 构 . 设 g = 
bravasaY. g? = (arasak) = bPa” (mod G3). 存在 元 素 go ((x,p) = 
1) 满足 og? AL H g9 =b. 则 olgo)= 0(b) ER G 中 的 最 高 阶 元 . 
因此 exp(G) = o(b). 对 于 群 (2), exp(G) = p”“, 但 对 于 其 它 类 型 的 群 
mA, exp(G) = p’. 接 下 来 , 考虑 唯一 的 交换 极 大 子 群 A. WH 
(1), A = (WP,a1,a2,4s). 通过 计算 , sy = Gan, E RN = os = pt 
故 d(A) = 4. 对 于 群 (3), A = (bP, ai, a2). 通过 计算 ， a = wy 
ath = Sz = p®. 故 d(4) = 3. 所 以 ,我 们 只 要 验证 类 型 (3a) 和 (3b) 
的 群 不 同 构 注意 到 G3 = (a7) 是 G WEES RR. AA, 这 两 种 群 同 
构 . TERE (3a) 中 , 令 al = afb?” “aX, b! = balat All al, = [a,b], 其 中 
StU, T, 0, WEB 人 ptv. Wl a}, b’, a 满足 群 (3b) 
的 定义 关系 . 特别 地 , [a,b] = a". 计算 可 得 , [a5,b'] = Cr b',b'] = 


n—a4 e : ;2 2 
[ash Ca atas] = | = irb bl = ait ET e 
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因此 , t = v, FA. 口 


84.4 ”三 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 A 群 的 分 类 


本 节 我 们 决定 三 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 A 群 . 


定理 4.4.1. 设 G 是 三 元 生成 的 A: 群 且 有 一 个 交换 的 极 大 子 群 . 
A] c(G) = 2, |G'| < p°, exp(G') =p E G 是 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(1) (a,b) x Cp, 其 中 (a,b) eV BAM JE RH p BA |(a,b)| > 
Dt; (IG = poetirrs) 

(2) (a,b)xC,, 其 中 (a,b) aE LA KA AE RAK p FFA |(a,b)| > 
p*, RP G = (a,b,d | a” =P" =æ =d? = 1, [a,b] = c [ca] = 
lesb] = lda] = d, = 1) HP m > n,n > 2; (|G| = pnt" 

(3) (a,b)*C,2, 其 中 (a,b) RIEL AE RA p HA |(a,b)| > p$, 
Bp G = (a,b,d | a?” = " = dP = 1, (a,b) = d, fda) = 
[d,b] = 1), AF m >n, n > 2; (|G| = p++?) 

(4) p= 2, G= {abc |a" = = 1, = ab, ld =, a) = 
a”, [e,b] = 1); (|G| = 2°) 

(5) (a,b) x Ch, 其 中 (a,b) 是 亚 循环 极 小 非 交换 了 D 群 , 即 G = 
(a,b,d | aP™ = b" = d = 1, [a,b] =a?” , |d, a] = bP, [d,b] = 
1), # p= 2, m > 3; (|G| = p”+*) 

(6) (abd | a?” = bP = = 1, [a,b] = d?, [d a] = bP, fd b] = 
1), (JpD)=1DP>2,7 是 一 个 国定 的 模 了 的 平方 非 剩 余 且 满 
R 一 47 RR p HF FH AEM; (|G| = p™*™*) 

(7) (a,b,d | a?” = b? = dP’ = 1, [a,b] = d?, [d,a] = b'a”, [d, b] = 
1), (jp) = 1 且 满 足 1 一 47 AR p 的 平方 非 剩 余 . 满足 这 个 

定义 关系 的 群 有 PS 个 ,车 p=2,j=1. (|G| =p™"*) 
证 明 KK EG 的 非 交 换 的 真子 群 . 则 K 是 G 的 极 大 子 群 且 
是 内 交换 群 . 根据 定理 2.1.4, |K'| = p, d(K) = 2 # Z(K) = (K). M 
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B®(K) < &(G) 和 d(G) = 3, RNA O(K) = O(G). 设 A 是 G 的 交换 极 
大 子 群 . Z(K) < Z(G). 因为 G' < (G) = (K) = Z(K) < Z(G), 所 以 
eG) = 2. 

假设 G = (a,b,d). 因为 c(G) = 2, 所 以 G! = (la, b), [a,d], [b, d], a 
([a, b], [a, d], [b,d]). X o([a,b]) < p, o(la,d]) < p, o([b,d]) < 
exp G’ = p. 

由 于 |K = p, 根据 引 理 4.3.1, |G'| = PEZOI = com 因此 
有 两 种 情况 : |G'| = p 和 |Z(G)/Z(K)| = p, 或 者 |G = p? M Z(K) = 

Z(G). # |G’| < p°. 


情形 I: |G'| = p 和 |Z(G)/Z(K)| = p. 由 于 |G| > 到 ,根据 定理 
3.2.2, G 不 是 内 亚 循环 群 . 


子 情形 (i): G 的 所 有 非 交 换 极 大 子 群 都 亚 循环 . 根据 定理 2.1.6, 

假设 

K = (a,b | a?” =b" = 1, [a,b] =a?" ), m = 2, (3.1) 
是 一 个 极 大 子 群 . G' = (az” ). 由 G 不 是 极 小 非 亚 循环 群 可 知 , G 有 
一 个 交换 的 极 大 子 群 4 满足 d(4) >3. 设 dena4NK. 则 加 =1 且 
G = (a, bydy: 

我 们 断言 [b,d] = 1. 设 M = (a?,b,d). Hm > 3, W M/®(M) = 
{PO 的 阶 为 mm， 因 此 M = 1, [bd] = 1. # m= 2, Mn > 2 
H Qi(M) = (人 az, 加” d). 因为 dQ(M)) = 3, 所 以 M 非 亚 循环 . 
mx M’ = 1, [bd] = 1. Æ [d,a] # 1, Ñ [(d,a)| = p™ = |K|, 有 
n= 1. i [d,a] = a?" H di = db’. W) [di a] = 1,[d1,b] = 1, 

= (db )? = d?b? = 1. 这 样 ,G = (a,b, di) 同 构 于 类 型 (1). 


F TRIG (ii): G 有 一 个 非 亚 循环 的 极 小 非 交 换 的 极 大 子 群 . 设 


K = (a,b | aP” = bP =? =1, [a,b] = c, [c,a] = [c,b] = 1), (3.2) 
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是 G 的 极 大 子 群 . 则 G' = K' [= (c). 由 K/G’ 的 型 不 变量 是 (p™,p"”)， 
ABZ G/A 的 型 不 变量 是 ,p",p). 因此 存在 de G\K 满足 G = 
(a,b,d) H d? © G'. 假设 d? = E. 

若 [d,a] 关 1, W (d,a) 是 G 的 极 大 子 群 ，、 由 |(d,a)| = prt = 
K| = prt, 得 到 n==1. 这 样 , |(d,b)| < p”< |K|, 因而 有 [4,6] = 1. 
it [d,a] = ce’, dı = db’. {d,,a] = 1, [d1,b] = 1 WR Ë = d. 同 理 , 可 以 
假设 [d,b] = 1. 因此 , 我 们 可 以 假设 de Z(G). 

4d? =1,G PRA (2). 

若 dP = ck, 其 中 (k,p) =1, & di = d* , Heft kk’ =1 (mod p). DI 
di =c. 用 di RE d, G 是 类 型 (3). 


接 下 来 证 明 类 型 (1), (2), (3) 的 群 是 Ao 群 . A = (d,a, ®(G)), 
A; = (d, bat, ®(G)), HPO < i < p-1, 是 G 的 p 十 1 个 交换 极 大 子 
HE, A/G’ 和 A;/G' 的 型 不 变量 分 别 是 (p, pt, p), (p™!1,p",p). Al 
为 G/CC 的 型 不 变量 是 (p™,p",p), 所 以 EH p+ 个 三 元 生成 的 极 大 
FH. 设 K 是 G 的 非 交 换 的 极 大 子 群 . 则 K/K' = K/C' 的 型 不 变 
量 是 (p™,p"). 这 样 , dK) = 2. 根据 定理 2.1.4, K 是 内 交换 群 . 因此 ， 
G E Apo. 


证 明 类 型 (1)-(3) 的 群 互 不 同 构 . 我 们 注意 到 群 (2) 有 一 个 四 元 
生成 的 交换 极 大 子 群 , 而 群 (1) 或 (3), 交换 极 大 子 群 的 生成 元 个 数 至 
多 为 三 . 

对 于 类 型 (1), G' = (az” ) 和 am (aP ,bP ). 当 m > 3 时 ， 
G’ < U2(G); 4# m = 2 Mf, C' £ ay . 对 于 类 型 (3), G' = (dP) 和 
U2(G) = (a,b). W G £ U2(G er ‘4 m > 3 时 , BE (1) 与 群 
(3) 互 不 同 构 . ne m = 2 时 , 群 (1) 与 群 (3) 互 不 同 
H. 反之 , 假设 类 型 (1) W Gm = 2) 同 构 于 类 型 (3) 的 群 G1( 参 
BA mini). Z(G) WADE (ptp p), Z(G1) 的 型 不 变量 是 
(p™—1 pm! p). Alm = m = 2 H n = 3. & exp(G) = p, 
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exp(G1) = p°. F JA. 


thé II : |G’| = p? Al Z(K) = Z(G). W G 的 交换 的 极 大 子 群 4 唯 
一 . 有 反之, 4G 有 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 4 和 互 ,那么 G = (A, H) 
H ANH = Z(G). X |A: ANH| = p, PFA |G : Z(G)| = |G: Z(K)| =p’, 
矛盾 于 |G: Z(K)| =p? 


子 情形 (i): dA) > 3 AG 有 一 个 非 交 换 极 大 子 群 K, K 是 亚 
循环 群 ， 因 为 exp(G') = p, 所 以 G = Qi(®(G)) = Q(B(K)) = 
(ap” bP"), AE n > 2. i$ de (ANK. N dP = 1, G = (a,b, d). 
因为 d ¢ Z(G) = Z(K), 所 以 [d,a] A 1 MA [d,b] 41. Æ [dia] F 1, 
则 (d,a) 是 非 交换 的 极 大 子 群 .由 |(d,a)| < pt, n = 2. 同 理 , 车 
[d,b] £1, Wi) m = 2. KK min{m,n} = 2. 

(Ri m > 2. WI [d,b] =1 H [d,a] £1. #& [d,a] = br?ai?” .由 于 
IG'| = p?, pti. & bi = (biai?” i 其 中 i 三 1 (mod p) H. di = d”, 
AR (di, bi] = 1, [d,,a] = b? Al |a, bi] = aP". W] G = (a, bi, di) 同 构 于 
类 型 (5). 

HRE m= 2 H n > 2. Mj [d,a] = 1 I [d,b] #1. 38 [d, b] = 
pee” aP, 由 于 IG"| = p*, ee k. 不 失 一 般 性 , 设 id, b] = pe" alp. 选择 
合适 的 4 使 得 [datb] = P". 1 ai = b, bi = da". H M = (ay, b1) ft 
# K, rected 吉 到 前 面 一 种 情况 , G 同 构 于 类 型 (5). 

最 后 , 假设 m = n= 2. RIITA [d.a] #1. HANK > O(K), 
存在 元 素 ab” E A\ B(K) 满足 [d,a*byY] = 1, HH pty. B bi = az 的. 
W K = (a,bı), [db1]=1. aa 和 六 与 wo 和 5 满足 相同 的 定义 关系 ， 
(用 a 的 适当 方 赛 代 替 a). 令 [d,a] = bPa. Gp>2Apti,F 
bo = biat. Ml) b = [d,a] Al [d,b2] = [d,a] = 03”. He (d, be) 非 交 换 且 
阶 为 p’, 即 指数 为 p? 的 非 交 换 群 ， F a 不 失 一 般 性 设 [wa] = bP. 这 
t, G 是 类 型 (5). Æ p = 2, 得 到 (a) [d,a] = b? Al (b) [d,a] = ba’. 
因为 (ab)? = a*b?|b,a] = 67, 所 以 ， oe (a) (ab,d) = Dg; 对 于 (b), 
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(ab, bd) = Qs. (ab, d) 和 (ab, bd) 都 是 指数 为 4 的 非 交 换 群 , F JE. 


接 下 来 证 明 类 型 (5) 的 群 是 Ad 群 . 

由 G 三 元 生成 , G p +p RKT. K 和 交换 群 A = 
(a?,b,d)(d(A) = 3) 是 G 的 极 大 子 群 , 设 Kj = (b,da’) ((j,p) = 1), 
K; = (ab',d), Kij = (ab', db’) ((j,p) = 1). 下 面 将 要 证 明 Ki, K;, Ki; 
都 包含 更 (G) = (a?, bP). 

对 于 Kj = (b, da?) JER (j, p) = dorai" = Ppi a-i](2) = 
draipbp-ip(2) — = giP}—5P(2) 和 [b, AP = [b,a’] = a~ P ,所 以 (Kj) = 
®(G) = (a?, bP). 因此 Kj = (b, da’) 是 极 大 子 群 . 

对 于 Ki = (abi,d), 因为 (abi)? = arbira-ir™(2) 和 fabi, d] = b-?, 
所 以 B(K;) = O(G) = (aP, bP). 因此 K; = (ab’,d) 是 极 大 子 群 . 

对 于 Ki; = (abi, db’), (其 中 (j,p) = 1), 因 为 (abi)? = arbira-ip”(2), 
(dW)? = Wr 和 [a dbi] = b- Pat?” ,所 以 B(Ki;) = B(G) = (aP, bP). A 
此 Kij = (ab, db’) 是 极 大 子 群 . 

以 上 这 些 非 交 换 群 都 是 二 元 生成 , 因为 c(G) = 2, 所 以 这 些 群 都 
是 Ai FF. 故 , G 是 Ap 群 . 

子 情形 (ii): d(4) > 3 H G 的 非 交 换 的 极 大 子 群 都 非 亚 循环 . 根 
据 定 理 2.1.6, 设 


K = (a,b | ap ”一 = œ = 1, [a,b] = c, [c,a] = [c, b] = 1) 


是 极 大 子 群 并 且 m >n. AA |G| > p’, m> 2. 更 多 地 ， al j= NK) = 
(a? bP, c) < AN K AIG’ < QOG) = Q ((K)) = (a? ,bp o). 
Vg E A\ K, 我 们 断言 o(g) > p. 因而 Q (A) < K, d(A) = 3. 反 
之 , 0(9) =p. AA g ¢ Z(G) = Z(K), 所 以 [g,a] 关 1 或 者 [9,0] #1. Æ 
[9,6] A 1, W (9,6) HRA pt’, |G| = pt. 这 样 , m = 1, FIR. 故我 
们 有 [g,a] #1, 以 及 n=1. 因此 b ¢ 0(G) = (K), G! = (a?” e). h 
a ¢ A, WUE TE BE 2.1.3, 存在 ee A 满足 [e,a] = ar?”. 这 样 , (e,a) 是 非 
交换 群 并 且 亚 循环 , 矛盾 . 由 d(A) = d(Q1(4)) < d(Q1(K)) = 3, 推 得 
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d(A) = 3. 因此 , |®(G) : ®(A)| = p, GnE(4) 41. HA, G’NG(A) = 1. 
MW |G’B(A)| = pt > |G(G)| = prt, FB. 

我 们 断言 当 m > n 时 , ag A. 4G, ac AWR bg A. 既然 
d(A) = 3, 那么 可 设 A = (a) x (21) x (22). AW |A| = |K] = ptet, 
所 以 o(z1) < p™ H o(z2) < p™. IX FF, |(z1,b)| < |K|, |(z2,6)| < [AK], 而 
HERA [21,0] = [22,0] = 1. 根据 定理 理 2.1.3, G = [A,b] = (fa, b)). 
故 |G| = p, FE. 

i m=n Hace A, M] bg A. ik a; =b,b) =a, & = c}, a, b1, 
与 a,b,c 有 相同 关系 , a g A. 用 ai 代替 a, 但 形式 上 我 们 仍 用 a HR 
7. 

Hi de A\K 满足 dr? € G'NG(A). 根据 定理 2.1.3, FEJ f EAW 
Æ [f,a] =d. (a, f) 是 G 的 一 个 非 交 换 的 极 大 子 群 , 非 亚 循环 . 由 于 
exp(G) = exp(K) = p™, (a, f) 同 构 于 K. 用 b 代 替 f, (RI G = (a,b, d), 
定义 关系 是 a" =b" =d” = 1, [a,b] = d, [d?,a] = [d?,b] = 1. 因为 
(a,d) 和 (a,b) 都 是 G 的 极 大 子 群 昌都 非 亚 循环 A 群 , 所 以 它们 有 相 
fal A BY. AE n= 2. 

接 下 来 考虑 G'. 由 于 G # (a?™ ,dr), 设 G' = (a'P™ 如 ,加 )( 对 
PHH i). 不 失 一 般 性 , 假设 G' = (如 ,加 ), (Œ (ip) =1, H a?” bA 
$ b). 因为 (d)(b) > G', |(d)(b)| = p*, 所 以 [d,b] = 1. 这 样 , 我 们 得 到 
G S Gyk) = (a,b,d) 满足 下 面 的 定义 关系 


dP" = = =1, [a,b] = d?, [d, b] = 1, [d, a] = bd"? (*) 


pt j. 

Gp=2, 断言 i = 大 = 1. 也 就 是 说 , [d,a] = d, 即 G 是 类 型 
(7)(m > 2). 若 否 , [d,a] = b?. 则 [bd, a] = b2d? = (bd)?, 故 (bd, a) 是 指 
数 为 4 的 非 交 换 群 , 矛盾 . 

以 下 , 我 们 决定 满足 子 情形 (ii) 的 群 (*) 是 Ao 群 的 充分 必要 条 件 ， 
也 就 是 说 , 任 一 个 非 交 换 的 极 大 子 群 都 是 非 亚 循环 的 内 交换 群 . G 的 


46 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


非 交换 的 极 大 子 群 如 下 : Kzy = (ab*, db”, ®(G)) 和 Kz = (ad*,b, ®(G)), 
其 中 0 < 7z,y,z < p 一 1. K; 是 内 交换 群 且 非 亚 循环 . 对 于 Kzy 来 说 ， 
因为 [ab”, db] = [a, db] = b-IPdY—*)P, 所 以 Kay 是 内 交换 群 当 且 仅 当 
d(Kzy) = 2, 也 就 是 说 , (Kyy) = B(G) = (aP, bP, dP). 注意 到 B(K;y,) = 
(apPbzp, d?bY?, fab, dby])， 故 b-irdly-K)p ¢ (dby) 即 | a ia + 
y 
0 (mod p), Vy, 因而 —j —y(y—k) # O(mod p), Vy, 等 价 于 k’ 一 47 是 模 
p 的 平方 非 剩余 . 反 过 来 , Æ k? — 47 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , 则 Kzy 是 
非 亚 循环 Ay 群 . 

下 面 决 定 (*) 中 互 不 同 构 的 类 型 . 假设 p > 2, a’ = abd, b = 
b"dsat, d! = b“d’a”, 其 中 z,y,z,7r,5,t,u,v,w 是 合适 的 非 负 整数 ， 设 
ad 生成 G, 满足 (*) 中 除了 最 后 一 个 关系 以 外 的 定义 关系 , 还 
满足 [d,a] = DIPAK P. 换 句 话说 , 就 是 假设 了 Goe S Goey 由 
G' = (b'?,d’?) = (bP, dP) 以 及 b'P = bPa PaP 和 d2 = bYPd’Pa”?, 通过 
计算 , 我 们 有 p™ |t, p™ |w. 由 于 Gs (a,b, d), FU ptr A 
ptrv—us. 由 


la’, b'] = dP = bP d”? 


和 
[a’, b"] ~~ [ab qd’, b"dsa!] [a®, b" d°] [b” d7, a‘) 
pe la, b]*" |a, dj®s = d7"P (p/P FP) =S = 一 zsJP qirr—zsk)p 
可 得 
u = —axjs(mod p),v = x«(r — ks)(mod p). (1) 
由 


ee) RER =m PAP OEP) 三 有 


由 (2) 解 得 , 


以 及 
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[b“d" a", a™ bY d?| a [b“d", a7 b¥d?] = [b“d”, az] 
[2 al" {d, al’” = d—UtP (HIP qkP vz ii pve q(kur—ux)p 


rj’ + uk’ = jvx(mod p) (2) 
sj’ + vk’ = kvz — ux(mod p) 
| jux u 
—ux + kvr v 
pa T TI (mody) 
r u 
S 
f jur 
H= s —ur+kvez (mod p) 
r u 
s v 
2 六 一 —ut+k 
SS. (mod p) 


= jx (r—sk) z+r sq[zsj 十 kz(r 一 sk)] 
ra(r—sk)+2xs2j 

E r(r—sk)+8*7 

_ z?(—sjkr+s?j?+jr? 

T W 


= Tjlskr+s?jtr?) _ 2. 
St ae 


47 
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+ oo 
y = tae 
— —rur+vzr(kr—js) 


E rv—us 

= —r{—a*sj)+x?(r—sk)(kr—js) 
= ra(r—sk)+ars*7 

— 2[rsj7+(r—sk)(kr—js)] 


(mod p) 


r2—rak+8*j 
_ ka(r?—ksr+s7j) 
~ p*=rsk+sź j 


= kg 
故 
ĵ =jx*(mod p) 和 k’ =kx(mod p). (**) 


这 就 证 明了 Gik) = G (jk’) u AA 4 (*x) AG XL. tt (k’, p) = 1, 令 
a=k', 用 = 1, 1 一 47 ÆR p HPA AR AG 是 类 型 (7)(m > 2). 
FE p |k, 选择 合适 的 x, 有 j= -v H G 是 类 型 (6)(m > 2). 以 上 推导 
过 程 也 证 明了 群 (6), (7)(m > 2) 是 互 不 同 构 的 Ao R. 

子 情形 (iii): d(4) = 2. 由 d(G) = 3, 有 O(A) = B(G). 在 此 情形 
F, 因为 G 的 所 有 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 , 所 以 G/G' 没有 三 元 生 
成 的 真子 群 , 因此 它 的 型 不 变量 是 (p,p,p). 故 |G| = p", G = O(G). 

Gia) Æ G 的 所 有 极 大 子 群 都 亚 循 环 , 根据 定理 3.2.2, G 是 类 型 
(4). 下 面 证 明 类 型 (4) 是 A FF. 

由 d(G) = 3, G E 2 +2+1 PRAKFHK. Z(G) = ®(G) = (a°, b°). 
i Ly, = ((®(G),a,c), Le = ((®(G),a,b), Ls = (®(G),ab,c), La = 
(®(G), ac, bc), Ls = (®(G),a, bc), Le = (®(G), ac, b), L7 = (®(G), b,c). 
则 G 的 所 有 极 大 子 群 是 Li(i = 1,2,...,7). 因为 Li = (a,c) 和 Le = 
(a,b) 是 亚 循环 的 内 交换 群 以 及 Lr = (b,c) 是 交换 群 , 所 以 G 是 A 
24 AS 局 结 三 和 d(L;) = 2, HP i = 3,4,5,6, GERI IE = 2 Al 
|®(L;)| = 4). 

对 于 Lz, (ab)? = b, [abc] = a? = (ab)*c?. AW |L4| = 2 A 
|b(L3)| = 4, 所 以 La = (ab, c) 是 内 交换 群 . 
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对 于 Ly, (ac? = = abt, (be)? = Be = a", lac, be] = wb = 
(ac)*. Ay |Li| = 2 和 |®(La)| = 4, 所 以 La = (ac, be) 是 内 交换 群 . 

对 于 Ls, [a, bc] = a*b? = (abc)?. AW |L4| = 2 和 |B(Ls)| = 4, 所 
以 Ls = (a, be) 是 内 交换 群 

对 于 Le, [ac,b] = b. 因为 |L6| = 2 和 |G(Le)| = 4, 所 以 Le = 
(a, be) 是 内 交换 群 . 

(iib) G 有 一 个 非 亚 循环 的 Al PF, 


2 


K = (ahel = =P = 1, [a,b] = «, fe, a] = feb] = 1). 


K 的 所 有 极 大 子 群 分 别 是 : (P(C), a) = (b?,c,a) 和 (®(G), ba*) = 
(c, bas), HAR s =0,1,...,p—1. 由 d(A) = 2, 通过 令 = bas, 我 们 可 
以 假设 ANK = (b,c). 再 用 b RË b, AN K = (b,c). 

设 p=2. Had A fl bee O(G) = G, 根据 定理 2.1.3, 存在 
元 de 4 满足 [da] = bce. KWA cee G = (A), 所 以 A = (b,d), 
dt =1. KA G = (a,b,d). 又 因为 (d,a) 非 交 换 , 从 而 |(d,a)| = 24. 这 
fF, [d,a] #4 P. AB, (dia) 是 2? 阶 非 交 换 群 . 因此 cb, c= e. 
所 以 G 是 类 型 (7)(m = 1). 

者 p>2, 取 de A\K. 则 G= (a,b,d). AA ANK = (b,c), 所 
以 [b,d] = 1, A = (b,d,c). 因为 d4) = 2, 所 以 (4) = 更 (G), 因此 
c E O(A). 故 A= (b,d), dP ¢ (b). 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 dP? = ce. 
ly |G’| =p? fl G’ < (G), 所 以 G' = (bP,d?). t, 

G = (a,b,d| a? = b" =d” =1, [a,b] = d?, |d, b] = 1, [d, a] = brd*?), 


H pti. 

同 子 情形 (ii) 的 证 明和 计算 相同 , G 是 类 型 (6)(m = 1) 或 (7)(m = 
1), 并 且 不 同 的 参数 确定 不 同 的 群 , 极 大 子 群 除了 A, 其 余 的 都 是 A 
HE. 

下 面 证 明 群 (4), (5), (6), (7) 互 不 同 构 . BE (4) 是 2° 阶 群 并 且 极 
大 子 群 都 亚 循环 , 类 型 (5) 的 阶 > 2°, 群 (7) 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 
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群 (a,b). 故 群 (4) 与 (5), (7) 不 同 构 . 考虑 群 (5), (6), (7), 已 经 知道 群 
(6) 与 (7) 不 同 构 .. 对 于 群 (5), |G| = p™13, exp(G) = p™; 对 于 群 (6) 
或 (7), |G| = p™**, exp(G) = p™ X p?(m = 1). 我 们 只 需要 验证 阶 是 
p” 的 情况 . 对 于 群 (5), m = 2 且 有 唯一 的 三 元 生成 的 交换 极 大 子 群 
(b,d, a”); 对 于 群 (6) 或 (7), m = 1 且 有 了 唯一 的 二 元 生成 的 交换 极 大 子 
群 (b,d). 所 以 群 (5) 与 群 (6), (7) 都 不 同 构 . 


下 面 需 要 用 到 一 个 定理 . 


定理 4.4.2. ([18, 定理 3.1]) 设 G 是 有 限 p- 群 (p>2) 且 d(G)>2. 
BAF G 的 极 大 子 群 万 都 有 d(H) < 2. 则 G 是 以 下 类 型 的 群 之 一 : 


(1) p? 阶 初等 交换 群 ; 

(2) pt Mat, G = (a,b,d | a? = bP = dr = 1, [a,b] = d”, [d,a] = 
|d, b] = 1); 

(3) REŽA 2 的 p5 阶 群 ,定义 关系 如 下 : G = (a,b,c,2,y | 
[a,b] = x, [a,c] = y, [b,c] = [a,z] = [a,y] = [b, 2] = [b,y] = 
la? = 0 =y=1,P =2%y? P= rly’) FP 0<a,8,7,6< 
p 一 1 且 4By+(5—a)? 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 当 参 数 取 不 同 
的 值 时 , 可 以 决定 上 (D 十 1) 个 互 不 同 构 的 群 . 


定理 4.4.3. 当 参 数 取 不 同 的 值 , 定理 4.4.1 中 的 类 型 (7) 可 以 决定 
P 种 互 不 同 构 的 群 . 我 们 只 需要 证 明定 理 4.4.1 中 的 类 型 (6)(m = 1) 
和 (7)(m = 1) 的 每 一 种 群 都 同 构 于 定理 4.4.2 中 的 类 型 (3) 中 的 某 种 群 
以 及 证 明定 理 4.4.2 中 的 类 型 (3) 中 的 每 一 种 群 同 构 于 定理 4.4.1 中 的 
类 型 (6)(m = 1) 或 者 (7)(m = 1) 的 某 种 群 . MACK, 定理 4.4.1 中 
的 类 型 (6)(m = 1) 和 (7)(m = 1) 决定 的 PE 个 群 是 定理 4.4.2 中 的 类 
型 (3) 中 不 同和 参数 决定 的 群 的 另 一 种 表述 形式 . 


证 明 首先 证 明定 理 4.4.1 中 的 类 型 (6)(m = 1) 和 (7)(m = 1) 的 
每 一 种 群 同 构 于 定理 4.4.2 中 的 类 型 (3) 中 的 某 种 群 . 
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设 c= d, a= [a bl, y= lae) M a= ey = bd ik = 0; 1), 
WE y =b7iPr E. A bP =r yi, Eh jj! = 1(mod p). 

it a = —kj', b = -j'y = 1,8 = 0. WP = z°yf, P = 了， 参数 
a, b, ô, y 满足 以 下 关系 : 48y+(6-a)? = 4(—j)+ (kj)? = —4j'+k?j’? = 
JP (k? — 47) 是 模 p 的 平方 非 剩余 . 我 们 有 


G = (a,b, [a,b] = 2, (a, ¢] =, [be] = (a, 2] = [a, y] = [b, 2] = [bg] = 1 
ap = T? = yP = 1, bP = r®y?, P= ry?) 


其 中 467+ (6 — a)? 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

其 次 证 定理 4.4.2 中 的 类 型 (3) 中 的 每 一 种 群 同 构 于 定理 4.4.1 中 
的 类 型 (6)(m = 1) 或 者 (7)(m = 1) 的 某 种 群 . 

设 bi = cs 则 [a,b] = [a, Wes] = [a,b] a,c]? = rly? = e, 
[cb] = [6072] = 1, [ca] = [a,d-! = y. 令 [e,a] = Wr?etr. MY 


[c, a] = (ec5)ipckp = npc(57+k)P 一 godt Vj + Tk yBI+E G+ Ok 


我 们 有 


ayjtyojgtyk=0 , > —-k=aj+0j 
EED pp { R= ad + 
Byj + 0°7 + ôk = —1 j = (ad — By)~ 
所 以 
a+6=-—kj’ 
ad = By + j’ 


因此 (a — 6)? = (a + 6)? — dad = (—kj')? — Alby + j’) = k? j? — 
4By — 47’. 

因为 (a 一 5)? + 4 By = kj? — 47! = jP (k? — 43) 是 模 p 的 平方 非 
剩余 , 所 以 k? — 45 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . Sd = c. W 


G= (a,b;,d| aP = =d” =1,|a,bi] = d”, [d,a] = bi? d*?, [d, by] = 1) 
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HP k? — 49 是 模 p 的 平方 非 剩余 . 

Æ k = 0, 定理 44.2 中 的 类 型 (3) 不 同 参数 决定 的 群 同 构 于 定理 
4.4.1 中 类 型 (6) 的 群 ; 若 (k,p) = 1, 同 构 于 定理 4.4.1 中 类 型 (7) 的 群 
图 


84.5 ”无 交换 极 大 子 群 的 A 群 的 分 类 
我 们 要 用 到 下 面 的 定理 . 


定理 4.5.1. ((18, 定理 5.1|) 设 G 为 2” 阶 群 , HP n25, reN+, 
Seren. # G 的 阶 为 N 的 子 群 与 阶 为 27 的 子 群 都 是 二 元 生成 
的 , 则 G A LHR. 


定理 4.5.2. ((18. 定理 4.2]) 设 G 是 pP MH, HP p 是 奇数 ， 
n > 6 车 G 的 所 有 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 , 则 G ALM 
或 者 |G/G3| = p’, E01(G) = G3. 


定理 4.5.3. ((19]) 设 G 是 极 大 类 3- HH |G| > 3°, WI) G 4} A2 
BF. 


定理 4.5.4. ([19]) & G 是 p 阶 的 极 大 类 p- 群 , HP m<pti. 
则 B(G) 和 G/Z(G) 的 方 次 数 都 为 D. 


下 面 先 设 p= 2. 

定理 4.5.5. 设 G 是 2- 群 . 假设 G ELMAR LATA AK TM 
是 A; FF. Rl 
G = (a,b,d| at = b* = d* =1, [a,b] =d"; [d,a] = 67d", [d,b] = a*b’). 


证 明 若 d(G) = 2, HREM 4.5.1 可 知 , G 亚 循 环 . 因此 d(G) = 
3. 设 Ky 和 Ko 都 是 G 的 极 大 子 群 . 则 G = (Ki, K2), ®(G) = (Ki) = 
(K2) = Z(K1) = Z(K2). 故 ®(G) < Z(G). 断言 8(G) = Z(G),c(G) = 
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2. 若 否 , O(G) < Z(G). 存在 元 9 € Z(G)\P(G) 满足 G = (g,0,b). 故 
(D(G),g.a) 是 交换 极 大 子 群 , F JA. 

由 c(G) = 2 Al d(G) = 3 可 得 , exp(G") = 2. 

考虑 G/G'. 由 G 的 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 和 G < 8K), 有 
G/G' 的 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 , 从 而 G/G" 的 型 不 变量 是 (2, 2, 2), 
即 |G/G'| = 2°. G' = (G). 从 而 exp(G’) = 4. 又 因为 G = 
(G) = Z(G) = 021(Z(G)), 所 以 G 是 特殊 2- 群 ， 又 因为 c(G) = 
exp(G’) = 2 AK d(G 7 = 3, 2. |G’| < 23. Æ |G"| = 2, W |G| = 2°. ‘ 
|G’| = 27, B G = (a,b, d), G’ = (e, f). & [a,b] =e Al ad =f #e. Ml 
[b.d] = ef, 从 而 (®(G), ab, bd) 是 G 的 交换 极 大 子 群 , 矛盾 . 因此 G 是 
23 阶 初等 交换 群 , 那么 |G| = 2°, G 的 全 部 极 大 子 群 都 非 亚 循环 . 

XIF x,y € G\G' 满足 zG' + yC’, AA [x,y] #1, Ar (2, y) 非 交 
ih. 又 G 是 Ao 群 , 所 以 (x,y) 是 G 的 极 大 子 群 . 由 exp(G) = 4 FY Al, 
(x,y) 非 亚 循环 , 并 且 可 设 


(x, y | gay? =2 =], egl = 2, (2, 8) = [2,4] = N 
特别 地 , z? Ay? 故 七 个 ( 模 O(G)) 的 不 同 元 素 有 不 同 的 平方 . 因此 
C 中 的 任意 元 都 可 以 表示 成 另 一 个 元 平方 的 形式 . 
没 
K = (a,b | a = == 1, leb =ë; lea] = [eb] = 1) 


是 G 的 极 大 子 群 . 取 de G\K 满足 =c 则 G = labd. 由 于 
[d,a] € G’, 可 令 [d,a] = badi, HH ij =O MA 1. We =1. 
#743, [d,a] = ad. 故 [db a] = a”, (d,a) 是 亚 循环 的 的 极 大 子 
群 , 矛盾 ， 同 样 , 可 以 设 [a,b] = az2bzkd2l, BH k,l = 0 或 者 1 由 
{(ab)?, (bd)?, (ad)2 (abd)? } = {a2p2,b52d2,a2d2.a202d2}, 得 到 i, j, k,l 的 
四 种 情形 . 

HTE t=O.53— Lk = LOM i= 1;j =0,k = 0,1 = 1 确定 
的 群 是 同 构 的 . 对 于 前 一 种 情形 决定 的 群 G = (a,b, d), & a’ = ab. 则 
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a = [dab = fa, aldd) = oa? = PP = 
a!*6*, d, 6) = abt = (a*b*d*\d* = ad". WA G = i d) = (la',b, d) 
同 构 于 后 一 种 情形 决定 的 群 , 并 且 同 构 于 定理 中 的 群 . 

共 休 两 种 俏 形 ;i 二 4,23=0k=11=0 和 i=07=14k=01=1 
是 不 可 能 的 . 对 于 前 者 , 有 交换 极 大 子 群 (ab,d,@(G)); 对 于 后 者 , 因为 
(ad)? = a2d202d2 = a*b?, (bd)? = b*d?a?d? = a?b?, 所 以 (ad, bd) 是 指数 
为 22 的 非 交 换 群 . 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 还 需要 证 G 是 Ao 群 , 或 者 等 价 地 , G 的 每 
个 极 大 子 群 都 是 A 群 . 

ES(G) =G = Z(G) = (a@’,b’,d*). 设 Li = (a,d,®(G)) = (a,d), 
Ly = (b,d,(G)) = (6,4), La = (a,b, ®(G)) = (a,b), La = (ab, d, (G), 
Ls = (ad,b, ®(G)), Le = (a,bd, ®(G)), Ly = (ad, bd, 6(G)). 则 G 的 所 
有 极 大 子 群 是 Li(i = 1,2,...,7). AA Li, Lo, L3 是 A 群 ,所 以 G 是 
Ao #4 AM Li(t =4,5,6,7) 是 A F. 

对 于 La, 因为 (ab)? = bd, [abd] = a*d?, 所 以 O(L4) = 
(a,b, d) 以 及 Li, = (ad) 的 阶 是 2. 这 样 , Lg = (ab, d) 是 A, 群 . 

对 于 Ls, 因为 (ad)? = a?d*b*d? = ab [ad,b] = dab, 所 以 
(L5) = (a*,b?,d?) 以 及 Lt = (abd?) 的 阶 是 2. 这 样 , Ls = lad, b) 是 
A, 群 . 

对 于 Le, 因为 (bd)? = b2d202b? = a2d?, [a, bd] = d2b2a? = 如 ,所 以 
(Le) = (a2, b?, d2) 以 及 Lh = (b?) 的 阶 是 2. 这 样 , Le = (a,bd) 是 A 
群 . 

对 于 Lz, 因为 (ad)? = ab’, (bd)? = a°d? 和 [ad, bd] = a*, 所 以 
B(L7) = (a?,b2,d2), 以 及 Lt = (a?) 的 阶 是 2. 这 样 , La = (ad, bd) 是 
A; 群 . 口 


接 下 来 考虑 p > 2 的 情况 . 首先 , 我 们 给 出 一 个 有 用 的 引 理 . 
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引 理 4.5.6. 设 G 是 p 群 , p>2. 假设 G 非 亚 循环 且 G 的 所 有 
的 极 大 子 群 都 是 A, 群 . 则 d(G) = 2, |G| =p”, c(G) < 3, exp(G’) =p, 
WiG) < Z(G), 以 及 


(1) G= (a,b | fF = b” = e = 1, la; Bb = a leb] = a*?; [e a] = 
Gey), 其 中 (kp) = (p) = L 

(2) Æ p25, M G A: FHARS i? +4kj 是 模 p 的 平方 非 
HA. 


证 明 (1) 由 于 G 的 所 有 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 , 根据 定理 4.4.2, 
d(G) = 2. 假设 |G| > p°. 根据 定理 4.5.2, 有 |G/Gs3| = p? Al Ui(G) = 
Gs. KK 是 G 的 极 大 子 群 . 则 K/V (G) 的 型 不 变量 是 (p,p). BM 
Z(K) = ®(K) = U1 (G) = G3. 从 而 由 天 的 任意 性 , 有 G3 < Z(G). 设 
G = (a,b). 因为 c(G) = 3 Al U1(G) = G3 < Z(G), 所 以 [oba?= 
[a,b,a?] = 1. 同 理 , [a, b, bd]? = [a,b,b?] = 1. X Gs = (a,b, a], [a, 6, b)), 
从 而 |G3| < p?. 因此 |G| < p”, FR. 所 以 |G| =p’. 

断言 G 非 极 大 类 , 因此 c(G) < 3. AA, 根据 定理 4.5.3, p > 3. 
it G = G/Gs = G/Z(G). W |G| = pt. X p > 5, 根据 定理 4.5.4, 
exp(G) = p. 由 ps 阶 群 的 分 类 可 知 , G 有 一 个 交换 的 极 大 子 群 , 设 为 
K/G4. 那么 K/Ga 是 初等 交换 p- FE. 这 样 , 极 大 子 群 K 三 元 生成 , F 
ET K xe A FF. 

根据 定理 3.2.2, G 不 是 极 小 非 亚 循环 群 , 那么 存在 一 个 非 亚 循环 
RAF HH K, |K| = p*. 设 

K = (a,d | ap =d? =e? = 1, fad = e, [e, a] = je, d = 1). 
由 G/UK) Æ p 阶 交换 群 可知 , G < O1(K) = (aP, d,e) Al exp(G’) = 
p. 


因为 vgi,g2 € G, [9?, 92] = [91,92]"") (91, 92, g91]®) = 1, HLA U1 (G) < 
Z(G). 
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X Ui(G) < #(G) < K, 所 以 01(G) < Z(K) = O(K) < Qı (K). A 
此 , exp(G/®(K)) = exp(G/Q1(K)) = p. 这 样 , 由 d(G) = 2, ®(G) = 
Qu (K) = (d, ®(K)). 

iz f EG\K. HF de (G), 所 以 G = (a,d, f) = (a, f). 

令 [oj = d'ae". Mil (sp) = 1. AB, G/O(K) 是 方 次 数 为 
p 的 交换 群 , 矛盾 于 d(G) = 2. hc = d'ae 和 el = [a,c] = eè. 
则 ei € Gs < Z(G) M c(G) = 3， 因 此 (K) = (a?,e) < Z(G), 故 
Z(G) = (K). 

4 [c, f) = a*P el. Hb=a' f. Mi [c,b] = a. 

设 M = (b, ®(G)) = (b,c,Z(G)). 因为 M 是 极 大 子 群 , 所 以 M 是 
A, #, (k.p) =1 H M = (b,c). 

由 于 bP e Z(G), 如 = 1. BX |M| = pt, FUP AL B 
bP = ae! WE (yp) = 1. EB, hee 
1 (mod p), 因而 |M| = p’, FE. W [ca] = ep! = arro, 其 中 
yy’ = 1 (mod p)). i i = ry' 和 7 = —y'. 则 


C= (a,b | a _ pp” = 1, [a, b] = [e, b] 一 a*?, [c, a] = a'P bP) 


其 中 (k,p) = 1, (j, p) = 1. 


(2) 由 (1), 有 (G) = G’ = (aP, b,c) Al Z(G) = G3 = (aP, bP). 
因为 c(G) = 3 和 exp(G’) = p, 所 以 G 是 p- 交换 群 。 计算 可 得 ， 
[c, ab") = a*PbiPagksP = (ait *spJ)p. 

it M = (®(G),b) fl K. = (®(G),ab*), HP s = 0,1,...,p— 
1. G 的 极 大 子 群 分 别 是 M 和 Ks. M 是 内 交换 群 且 |K = p, 
根据 定理 2.1.4, G 是 Ao 群 当 且 仅 当 对 Vs, d(Ks) = 2, 也 就 是 说 ， 
|®(Ks)| = p?. 又 因为 更 (天 。) = ((ab*)?, [c, als = ((ab’)?, (att*sbi)P) = 
1 
十 ks 7 
— (ks? +is) = 0(mod p) 无 解 . 由 tis =1 Ñ p> 2, Mit i? +4kj 是 


(aPbsP,ati+ks)ppiP)，、 所 以 , 对 Vs, 关 0 (mod p) 即 对 Vs, 
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a p 的 平方 非 剩 余 . 口 
定理 4.5.7, 将 要 给 出 无 交换 极 大 子 群 的 A HE, A p25. 


定理 4.5.7. 设 G 是 p- HB, p>5. 假设 G 非 亚 御 环 且 所 有 的 极 大 
子 群 都 是 Al 群 . 则 G@G 是 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 


(1) (a,b | a? =b" =c? = 1, [a,b] = c, [ca] = b””, [c,b] = a), 其 
中 是 固定 的 模 p 的 平 万 非 剩余 ; 

(2) {a,b | a? = bP = cP = llad= c [esa] = a Pb”, fe, b] = 
aP), AP 4l=g*t!-1lAFr=1,2,...,5(p-1),9R# 
p 的 最 小 原 根 ; 


证 明 根据 引 理 4.5.6, G = (a,b | aP = bP = œ = 1, [a,b] = 
c, [c, b] = a? , |c, a] = aP bP), 其 中 (k, p) = 1, (j, p) = 1, i? + 4kj 是 模 p 
的 平方 非 剩 余 . 

wd = abe y = atb = at] Me = ro— ou, 其 中 
r,s,t,u,v,w 是 一 些 合适 的 非 负 整数 且 pt xz, 则 e = 三 cz (mod G3). 
[e’, a] = [e, arb” = (a'P bP) rt gzskp = az(ri+sk)pprrijp. [c’, b'] = [e, a”b”]? ms 
gt(uitvk)pprujp 7 [c', a" 一 girgir 和 [c’, 5 一 OAiP 则 有 (j1,p) = 
1, (kı p) = 1, if + 4kiji 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , H. 


a(ri+ sk) = rii +ujı (mod p) (1) 
Xr] = sii + VN (mod p) (2) 
glui + vk) = rki (mod p) (3) 
xuj = sky (mod p) (4) 


B 


r 8 上 - 21 71 r 8 a 
(er) o) (ss) 


58 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


(mod p). 因此 kiji = 2*kj (mod p). 


— 1 


kı 0 ü Ü k 0 u v 
| E rs i J v =$ = 
=. q od p), 
) | u v ) | k 0 ) | —u 7 | a neal 7) 


2 | ruit+svk—ruj  —rsi—s*k+r7j 
a | ) E | ) oap) 


ky 0 Ui vk— uj) —sui—suk+ruj 
则 
i) =rvi+tsvk—ruj (mod p) (5) 
jı = —rsi—s*k+r7j (modp) (6) 
ky =uvi+vu?k—u?j (mod p) (7) 
0O=-sui—svk+ruj (modp) (8) 


由 (5) 和 (8) 得 到 
ii =ix (modp)  (5’) 


wie I:1 = 0. Wi = 0 M ki = v*k — u?j (mod p), ji = r?j — 
s*k (mod p). 

子 情 形 (i): k ER p 的 平方 剩余 . 则 j 是 一 个 固定 的 模 p 的 平 
方 非 剩 余 . 在 此 情形 , 存在 整数 voro 满足 vk = 1(mod p) 和 707 = 
v (mod p), 其 中 二 是 一 个 固定 的 模 p WEITER AR. A r= rov = wo 
Mu=s=0, RRA) ki =1 A ji =v. WG 是 类 型 (1). 

子 情形 (ii): k AER p 的 平方 非 剩 余 . 则 了 是 模 p 的 平方 剩余 . 在 
此 情形 , 存在 整数 voro 满足 vik = n (mod p) Ail r27 = 1 (mod p), 其 
中 7 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 

令 7=70,v = vo Ñ u = s = 0, 我 们 得 到 以 下 群 


(a,b | a” =b = =1, [a,b] = č [ea] = D, [ëb] = a) 
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其 中 了 是 一 个 固定 的 横 2 的 平方 非 剩 余 . 

假设 j= 1 和 上 =”, 其 中 是 一 个 最 小 的 模 p 的 平方 非 剩 余 (也 
就 是 说 , 7 一 1 是 一 个 模 p 的 平方 剩余 . Cr=n Al s=u=v=1, R 
{TA ki =n-1 M jn -n 由 于 7 一 1 是 一 个 模 2 的 平方 剩余 , 所 
以 这 种 情况 属于 情形 (i). 


情形 IT: (i,p) = 1. 

子 情形 (i): -k ER p 的 平方 剩余 . 设 v = vo 满足 -kv8 = 1. 
A r = ïřkw,v = vo Ñ s = u = 0, Hf ii’ = 1 (modp), 有 X= 
-i'ii = -1,k) = -l,j = —i"kj. W G 是 类 型 (2) 的 某 个 群 , 其 中 
| = i!*kj (mod p). 

子 情形 (ii): —k 是 模 p Riian j 是 一 个 模 p 的 平方 剩 
R. Wj =e? M jj’ =1 (mod p). 4 r=u=ej',s =et',v =0, 我 们 有 
c= i'i = —l, ki = —1, ji = -i?kj. M G 是 类 型 (2) 的 某 个 群 , 其 
Ht | = i”kj (mod p). 

子 情形 (iii): —k A j 都 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 设 n 是 最 小 的 模 p 
的 平方 非 剩余 , 也 就 是 说 ,7 一 1 ER p 的 平方 剩余 . jaiii 存在 整 
数 vo ro 满足 —vek = n (mod p) Al r27 = 7 (mod p). 4 r = 10, v = vo 
Alu = s = 0, 我 们 得 到 以 下 群 : 


(a,b | a? = bP =e =1, [a,b] =, [6, a] = aor pP, fe, b] = a). 


我 们 假设 j = 7 Mk = —yn. AW È +4kj = P — 47? ER p 
的 平方 剩余 ; 所 以 n(i? = 4?) 是 一 个 平方 . 设 (i? — 4?) = €*. & 
r=i-e,s = 2n,u= 2n M v =i+e, RITE xz = (1 — n)(i? 一 4072)， 
iy = (1—n)i(i? —4n?), kı = —n(i + e)? + 2in(i +e) — (2)? = (1 — n)e? 
A ji = nli — e)? — 2ni(i — e) + n(2n)? = (n = 1)e*. 因为 (m= 1)e? ER 
p 的 平方 剩余 , 所 以 属于 情形 (i). 
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个 群 ， 依照 上 面 的 证 明 G 和 H 同 构 当 且 仅 当 存在 x 满足 pt oc, 
i; = zi (mod p) Ml kıjı = x*kj (mod p). 因此 这 两 种 群 不 同 构 . 口 


以 下 定理 4.5.8, 我 们 将 要 给 出 所 有 极 大 子 群 都 不 交换 的 A FF, 
p=3. 


定理 4.5.8. 设 G 是 3- 群 . 假设 G 非 亚 御 环 且 所 有 极 大 子 群 都 
是 Al- 群 . 则 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 


(1) {a,b a =v? =e? = 1, la, 6] =<, [c,a] — 5, fe, b] = a); 
CECRI oF =P Se = 1, [a,b =, fe, a] = 8", fe, Bl Se). 


证 明 根据 引 理 4.5.6, G = (a,b | a = P = č = 1, [a,b] = 
c, [c,b] = a®*, [c, a] = a3ib37), 其 中 (k,3) = 1,(j,3) = 1. 也 有 O(G) = 
G' = (a,b,c) Al Z(G) = G3 = (a°,b°). 我 们 仅 需 要 决定 满足 G 是 A 
群 的 参数 i,j,k 的 取 值 . 

设 Kı = (®(G),a), K2 = (®(G),b), Ks = (®(G),ba) 和 K4 = 
(®(G),ba~*). M G 的 全 部 极 大 子 群 分 别 是 Ks (s=1,2,3,4). 我 们 已 经 
知道 Ki = (ca), K2 = (c,b) 都 是 内 交换 群 以 及 |Ks| = 3, |K; = 3. 
那么 根据 定理 2.1.4, G 是 Ar- PAHA dE) = d(K4) = 2, (也 
就 是 说 , |O(K3)| = |B(K4)| = 9). 注意 到 O(K3) = ((ba)?, fc, bal) 和 
(K4) = ((ba7 t)’, [e, ba"). 


情形 (i): 1=0,7 = -1,k = 1. G 是 类 型 (1). 

通过 计算 , (ba)? = b’a? [b, a71, a7") [b,a~*, b] = bia®, [c, ba] = ab’, 
(ba-})* = ba~? fb, a, afb, a, b] = ba 和 [c, ba~"] = as18. 因为 | 更 (Ks)| = 
|®(K4)| = 9, 所 以 G 是 Ao 群 . 

情形 (ii): i= 0,7 = -1,k = 一 1. G 是 类 型 (2). 

通过 计算 , (ba)* = b°a*[b,a~*,a~*)[b,a~*, b] = b-, [c, ba] = ab, 
(ba~")° = b8a~*[b, a, a} [b, a, b] = b7? All [c, ba~*] = a~%b°. ALY |®(K3)| = 
|®(K4)| =9, 所 以 G 是 .42 群 
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情形 Gi i= 0] = ik=1 === 
1, la, 0] = ¢,[c,a] = b, fe, b] = a. Bad = 6,0 =a A c = a,b. 
则 a’? = b3,b° = a3, [a',b',a'] = [b,a,b] = a-3 = b'™?, [a',b',b'] = 
[b,a,a] =b-2 = a’ . 因而 a,b 满足 类 型 (2) 的 定义 关系 . 

情形 iv: = 二 了 = 一 G = ab | a=" =e = 
1, [a,b] = c, [c,a] = b’, [c,b] = a~’). 因为 [c,ba] = fe, bfe,a] = a730 
和 (ba)? = b?a3[b, a7}, b][b,a 71, a71] = b3as[a,b,bl[a,b,al-! = 1, 所 以 
IB(K3)| = 3. 因此 G 不 是 A 群 . 

情形 v: i= Lj=1iks1, € s= {ab | & = P = ë s 
1, [a, 0] = c, [c, a] = ab; [c, b] = a®). ALA eba] = [c, blea] t = b-3 
和 (ba~)3 = b8a~3[b, a, b][b,a,a] = 1, 所 以 |@(K,)| = 3. 因此 G 不 是 
Ao FF. 

情形 (a t= 19 = 1k = -1. G = (ab | a = = & 
lla bl = gla) = ob lct = a. Vow = = ab = 
[a’, b’]. Mi a’? = b-?, 


b3 = (atb!) = a 3b-3{a-!, bG) [a,b ba}, b, a] 


= q%b-%q%a°b? = a? 


(a ea") = Ba bb = (Oe Ar) = d — a? = 
Bf lo Ws os a *] (674, ab] 
[a, b, a][a, b, b] = b’ = a!~3. 这 样 ,ou 满足 类 型 (2) 的 定义 关系 . 

情形 pik 站 三 下 站 二 -lkal C= lab | ee FP = = 
1, [a,b] =e, le a) = a°b-*, [c, b] = a®). 因为 [c, ba] = le bleat = D 
和 (ba~!)3 = b’a™’[b, a, b][b, a, a] = b73, AFLA |@(K,)| = 3. 因此 G 不 是 
Ao #. 

情形 (viii): ¢ = 1,j = -1,k = -1. G = (a,b | a? =P = = 
1, [a,b] = ë, [ġa] = a®b-%, fe, d] = ahy A [c, ba] = fe dieam! = 
a3b3 和 (ba~*)° = b8a~3\b, a, b][b, a,a] = a 3b 3, 所 以 |®(Ky)| = 3. A 
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此 G 不 是 Az FF. 

情形 (ix): i= -1 HO =b! e = [a,b']. 则 [ca] = [a,b’,a] = 
[a,b-!,a] = [a,b,a] 7! = ab”, [c’,b'] = [a,b',b'] = [a,b-!,b-!] = 
[a, b,b] = a". 属于 情形 (v)-(viii). 

下 面 证 明 类 型 (1) 和 类 型 (2) 互 不 同 构 . 

it Vi(G) = {9 | g € G}. RI Vi (G) = {(a™b"c!)3 | m,n < 9,1 < 3}. 
经 计算 ， 


arrer = (andry e" fab" ec! art e ano 
sini (aE 
= q3™ ps” fa, ym b-"\[a™, ye a™] 


q3m™ 1 十 En —mni) p3n(1—m?j) 


对 于 类 型 (1)， 
a m = 0 (mod 3) 
a? n = 0 (mod 3) 
q84+n*)p6n _ ga-3b-3 n=l (mod 3) m= 1 (mod 3) 
(a™ bct)? = a bh n=2 (mod 3) 
a? n = 0 (mod 3) 
aSlltn*)p6n 一 4 434-3 n=1 (mod 3) m = 2 (mod 3) 
a°b® n = 2(mod 3) 


对 于 类 型 (2)， 
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pe” m = 0 (mod 3) 
a? n=0 (mod 3) 

gii—n")p-39 一 b’? n=1 (mod 3) m = 1 (mod 3) 
(a"b™c')* = b’ n=2 (mod 3) 
a™” n=O (mod 3) 

gii—n*)p—3n 一 b= n= l (mod 3) m = 2 (mod 3) 


b” n = 2 (mod 3) 


对 于 类 型 (1), |Vi(G)| = 9, 对 于 类 型 (2), |Vi(G)| = 5. 因此 这 两 种 群 不 同 
构 . O 


84.6 ”小 结 


本 节 我 们 给 出 A2 群 的 群 表 并 得 出 一 些 有 用 的 推论 . 


定理 4.6.1. 设 G LAIR p . WG 是 Ao 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 群 
之 一 : 
—, LR A: 群 : 
(1) <r s tiu >p HBA stu=2, FAX p=2, Ar 22. 
(2) 16 阶 二 面体 群 , 半 二 面体 群 和 广义 四 元 数 群 . 
(3) < 7,8, utt uS OF ¢ =3, s=0=f =u =0,¢2 0. 
(4) <r s, vt t u >z HP r=2,st+vt+t+u=1,t20. 
=. 非 亚 循环 A: 群 且 |G| = pt: 


(1) # p=2, G Š Ds x Co, & Qs x Co, APSA Ds * Ca. 
(2) $p>2,GRMxC,, HP M HF p® 阶 非 交 换 群 (1M 有 两 种 互 不 
同 构 的 形式 ), 或 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 


(i) (a,b,c | a” =P =F = 1, be = a [a,b] = [a,c] = 1); 
(ii) (a,b,c,d | a? = bP = c? = d? = 1, [c,d] = b, [b,d] = a, [a,b] = 
[a, c] = [œd] = [b,c] = 1); 
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(iii) (a,b,c | i aslia= a? lab = a", [a,c] = 6, [be] = 1), 
其 中 a=0,1 Z-AN pp 的 平方 非 剩余 ( 三 种 互 不 同 构 的 群 ); 
(iv). p = 3, (a,b,c | a? =F = c* = d= 1, [a,e] = 6,[e,0-*] = 


a`’). 


三 . 有 交换 极 大 子 群 的 A2 HA d(G)=2: ( 此 时 , p 为 可 数 ) 


(1) (b,a1,a2,a3 | = a? =a} = a} = 1, [01,6] = a2, [a2, 6] = as, 
[ai aj] = 1, [as, A= 1), AP 1 <i,j <3, 
(2) (b,a1,a2 | bP” = a? = œ = 1,[a1,6] = az, ļaz,b] = P" 
3 


[a1, a2] = Lor™ a1] = [er a2] = 1); 

(3) (b, a1, a2 | bp” = a?” = a5 ='1, [0 = ag, lag, b| =a,” [@1,a2) = 
1,[a?,6] = [af a2] = 1), 鞭 中 到 三 1 或 者 天 是 一 个 国定 的 模 p HF 
FAA. 


四 . 有 交换 极 大 子 群 的 A2 HH d(G)=3 


(1) (a,b) x Cp, 其 中 (a,b) 是 亚 循环 极 小 非 交换 p- BH |(a,b)| > p’ 
(IG| = p™*"*") 

(2) (a,b) x Cp, HP (a,b) 是 非 亚 循环 极 小 非 交 换 p- BEA |(a,b)| > p 
ap G = (a,b, d | a?” =b" = œ = @ = 1, [a,b] = c, [c,a] = [c, b] = 
[d, a] = [d,b] = 1) 其 中 m > n, n > 2; (|G| = p™*"*?) 

(3) (a,b) * Cp2, HP (a,b) 是 非 亚 循环 非 交换 p- HH |(a,b)| > p*, 8p 
G = (a,b,d | a?” = bP” = d” = 1, [a,b] = d?, [d,a] = [d,b] = 1), 其 
P mèn, nè 2; (\|G|=p™*"*”) 

(者 p= 2 & = aboe | a = = 1c = 4b’, ad = lad] = 
a [c,b] = 1); (IG] = 2°) 

(5) (a,b) x Cp, HP (a,b) EMRAH hizi p H, i G = (a,b,d | 
aP™ = bP = dP = 1, [a,b] =a?” , (d,a] = bP, [d, b] = 1), # p = 2, 
m > 3; (|G| =p™**) 

(6) (a,b,d | a?” = b? = d”? = 1, [a,b] = d, [d,a] = b’, (d,b] = 1), 
(jp) 二 1, p> 2, 了 7 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 且 满足 —4j 是 
模 p 的 平方 非 剩 余 ; (|G| = p™**) 
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(7) (a,b,d | a?” =b? = d? = 1, [a,b] = d, [d,a] = Pd”, [d, 6] = 1), 
(j,p)=1 且 满 足 1 一 47 是 模 p 的 平方 非 剩余 , 满足 这 个 定义 关系 的 
群 有 PS 个 , 著 p=2, j=l (G= p+) 
五 . 无 交换 极 大 子 群 的 A2- 群 
(i) p=2 
G= (a,b,d|a*=t*=d* =1, [a,b] =d*, [d,a] = 67d", [a,b] =a. 
(ii) p> 2 
(1) (a,b | a” =v” = œ = 1, [a,b] =c,[c,a] = b”? [c,b] =a”), RP v 
是 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 
(2) (a,b | a? =P = 本 = 1, [a,b] = c, [c,a] = a` PhP, [c,b] = a ?), 
HRP 4l =g"! -1 对 于 7 二 1,2,...,3(p 一 1), 9 是 模 p 的 最 小 原 
根 ; 
(3) (a,b | a? = b? =c* = 1, [a,b] =¢, [c, a] = b-3, [ed = a’); 
(4) (a,b | a? = b? = œ = 1, [a,b] = c, [c, a] = b7’, [c, b] =a *). 


为 了 应 用 方便 , 我 们 给 出 下 面 的 两 个 推论 : 


推论 4.6.2. 设 G 为 导 群 初等 交换 的 A2 HF, 且 c(G) > 2, 则 G 为 以 下 互 
不 同 构 的 群 之 一 : 
(1) p 阶 的 极 大 类 卫 群 (p 为 奇数 ): 
(i) (a,b,c,d | a? = bP = c? = d = 1, [c,d] = b, [b, d] = a, [a,b] = 
[a,c] = [a,d] = [b,c] = 1); 
(ii) (a,b,c | a? =P =1,0 = a?” |e, b| =a", lme] = b [be] = 
1), AP a=0,1 或 是 一 个 模 的 平方 非 剩 余 (三 种 互 不 同 构 的 


群 ); 
(in) p='3, t0, b,c | =F =c = 1,[e,b =1,la,¢ =6, [c, b+] = 
aty 
(2) 二 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 Az H (n > 5, p 为 奇数 ): 


n—3 


(i) (b,a1,a2,a3 | bP 
az, [asaz] = j, [az, b] — 1}, tT 1:<4,7 < 3; 


=n) = a5 = of = 1, [arb] = as, (as, 6] = 
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n—3 


(ii) (b,a1,a2 | bP” * = af = a = 1, [a,b] = az, [a2,6] =”, 
(ay, a2] = 1, 加” a1] = [b”” ,aal = 1); 
(iii) (b,a1,a2 | p = a?” = a5 = 1,le2,b] = az [a2,b] = az”, 
[ai ,az] = 1, [af, b] = (at, a2] = 1), 其 中 | 或 者 Y 是 一 个 国 
定 的 模 D 的 平方 非 剩 余 . 
(3) 无 交换 极 大 子 群 的 A2 群 (p > 5): 
(i) (a,b | a” =b?” = œ = 1, [a,b] = c, |c, a] = b”, [c,b] =a”), 其 
Py £8 ea p HFA IEMA; 
(ii) (a,b | Cn at z 1, [a,b] = 4, fe, a] = a~Pb-'? Ie, b] = 
a ?7), AP 41 = gt 一 1 HF r=1,2,...,3(p—1), 9 RK p 
的 最 小 原 根 ; 
(4) 无 交换 极 大 子 群 的 .42 群 (p=3): 
G) (6,6) a =F = =1, |a,d| = 4 [4a] =d™, [6,8] = ar}; 


Gi) @,b| a? =b =c* = 1, [a,b] =, [ea] =O, [eb] = a}. 


推论 4.6.3. 设 G 为 导 群 初等 交换 的 A2 H, E c(G)>2, Md(G)=2 4 
PAF HR. 
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我 们 称 有 限 p HG AT. 群 , 如 果 G 的 任意 两 个 不 交换 的 元 素 都 生成 p 
阶 的 内 交换 群 . 文献 [12] 完全 分 类 了 Ta 群 . 本 书 第 七 章 将 用 Ts 群 的 分 类 . 到 
本 章 的 结果 主要 取 自 文献 [12]. 


85.1 7; 群 的 分 类 


我 们 首先 给 出 非 交 换 的 T4 群 七 条 性 质 . 


定理 5.1.1. # G A Ta 群 , 则 G 有 以 下 性 质 : 
(1) expG < p’; 
(2) Oi “odie 

(3) c(G) = 

ei 

(5) G 为 初等 交换 p 群 ; 

(6) 对 任意 的 a€ G, WA Cela) aG; 
(7) Gx Cp" A Ta 群 . 


证 明 : (1) 若 G 为 Ta 群 , W expG < p. GF, WHE g € G, 使 得 
olg) > pt, W g € Z(G) (EB, 则 存在 z € G, 使 得 (g,z) 为 pt 阶 内 交换 群 , T 
JA). 又 由 G 非 交 换 知 , 存在 c,d e G, 使 得 (c,d) 为 p 阶 内 交换 群 . 考虑 cg 的 
Br, 同 理 可 得 cg € Z(G), 进而 cE Z(G) 矛盾 , 故 exp G < p”. 

(2) 对 任意 的 a,b € G, Æ [a,b] = 1, W [a?,b] = 1; Æ [a,b] A 1, W 
H = (a,b) 为 pr 阶 的 内 交换 群 . 而 (a”,b) < H, 从 而 [a”,b] = 1, 由 a,b 的 任意 
性 有 Ui(G) < Z(G). 

(3) 首先 证 明 G 满足 2 次 Engel 条 件 . 对 任意 的 ape G, F [a,b] = 1, 显然 
A [a,b,b] = 1. Æ [a,b] # 1, WI H = (a,b) 为 ps 阶 内 交换 群 , 从 而 [a,b] < Z(H), 
显然 也 有 [a b,b] = 1. 从 而 G 满足 2 次 Engel 条 件 且 c(G) 和 3, 特别 的 当 G 
中 无 3 阶 元 素 时 c(G) < 2 

再 来 证 明 c(G) = 2. 4, 则 p = 3, 且 c(G) = 3, 此 时 存在 x,y,z € G, 使 
得 [x,y,z] #1, 4 H = (x,y), 则 可 推出 [z,y] é Z(G), 又 由 01(G) < Z(G). 可 
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知 [x.y] €Ui(A), 从 而 (rz,y) = N2,1,3. 此 时 由 
(x, yz, yz] = 1 = [z, y, ulle y, 到 区 z, y][z, A 


及 G 满足 2 次 Engel 条 件 易 知 (x, y, y] = [z, z, z] = 1, 可 得 |x, y, z][z, z,y] = 1, 
由 [x,y,z] 关 1 可 知 [x,z,y] A 1, 同 理 (2, z) S N2,1,3. 此 时 o([x,2]) = p, 
oly) = p, 因为 2” 阶 内 交换 群 均 不 能 由 p 阶 元 和 p 阶 元 生成 , 从 而 [a, z,y] = 1, 
进而 得 出 [x,y,z] = 1, FA. 

(4) 因为 p* 阶 内 交换 群 只 能 是 Ma lp，M2 2p, N21,p, 而 它们 均 不 能 由 2p 阶 
元 和 p 阶 元 生成 , 从 而 任意 两 个 p 阶 元 均 交 换 , 即 Q1(G) 为 交换 群 . 

(5) 对 任意 的 ze Cala), y E€ G, Æ [x,y] A 1, W (x,y) 为 P 阶 内 交换 群 
从 而 o((a,y]) = p, 又 由 (3) 可 知 G < Z(G) 是 交换 群 , 故 G = ([z,y] | x,y) 一 
定 是 初等 交换 p FE. 

(6) 对 任意 的 ze Cola), y€ G. H (3) [x,y] € G < Z(G) < Cela}, 从 而 
x” = r|z, y] E Ce (a). 

故 Ce(a) IG. 

(7) RAE G x Cp 即 可 , 对 任意 的 c,b€ Gx Cp, IR z = acı, y = bez 
FE a,b € G, c, c2 € C2, W o(x) = o(ac,) = o(a), o(y) = olbcz) = o(b), F 
E H = (x,y) M M = (a,b), € M = (a,b) 交换 , W A = (x,y) 也 交换 , Æ 
M = (a,b) 非 交 换 , 由 Ta 群 定 义 可 知 M 为 p* 内 交换 群 , MA B(H) = O(M), 
故 H = (x,y) 也 为 p” 内 交换 群 . 口 


引 理 5.1.2. 设 G 为 非 交换 T4 群 , 若 G 有 子 群 同 构 于 Map, 则 G 有 下 
列 性 质 ， 
(1) expG =p’; 
(2) 对 任意 的 aeEG, Eola) =p, 都 有 (a) IG. 


证 明 : (1) 若 否 , 则 expG < p*, KexpG > p*, FH expG < p, FGA 
子 群 同 构 于 Msip 矛盾 . 若 expG > p*, WEE a € G, 使 得 o(a) > p*, 此 
时 ae 2Z(G)( 若 否 , 存在 be G, 使 得 [a,b] #1, HBR a,b € G, X p 
阶 内 交换 群 ， 与 p* 阶 内 交换 群 方 次 数 小 于 等 于 P” 了 矛盾 ). 又 因为 G 有 子 群 同 
构 于 Msp, 所 以 存在 c,d € G, 使 得 (c,d | P =d? = 1,[c,d] = cr ). AH 
ac € Z(G), 从 而 可 知 cE Z(G), 5 [c,d] # 1 FB. 
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(2) 对 任意 的 be G, # [a,b] = 1, 显然 6 正规 化 (4); # [a,b] #1, 由 题 设 
(a,b) = Ma,i,p, X o(a) = p®, 从 而 有 (a) < (a,b), BI (a) < (a, b), 从 而 5 正规 化 
(a), 由 5 的 任意 性 可 知 (a) 3G. 四 


定理 5.1.3. 设 G AARM T4 BH, 若 G 有 子 群 同 构 于 Ma lm， A: 
G S M3ip X Cy, HP n AAR ER. 


证 明 : 由 题 设 可 知 , 存在 a,b € G, E14 H = (a,b | a” = = 1, [a,b] = 
a”) = Mai, 对 任意 的 z EG, 考虑 (a,z)，(ab,z)， 由 引 理 5.1.2(2) 可 知 ， 
[zial € (ap ) = H’, [r,ab] < ((ab)? ") = (a?) = H’, 又 由 e(G) = 2 以 
及 H = (a,ab), 所 以 [x, H] < A’, Ao 的 任意 性 可 得 [C,H] < A’, 从 而 
G = H + Ce( H): 

以 下 断言 (1): expCc(H) < p’. 

若 否 , 存在 ce Co(H), 且 o(c) = p°, 418 [a, cb] =a” £1, H G X Ta BF, 
VA K = (a,cb) = M31,p, 从 而 (a?) = (P) = BK), 即 存 在 lE (1p) = 1 
Ha? = c”, 此 时 o(ac”') = p, 再 考虑 (ac, b), 与 定理 5.1.1(4) 了 矛盾. 

以 下 断言 (2): Ce(H) 为 交换 群 . 

车 否 , FETE K < Co(H), HG 为 T4 RA expCc(H) < p? FR K & M22, 
或 N21,p. 

Ë K = Mz2p, RYE K = (cd | P =d” = 1, [c,d] = P). 考虑 (ac, d), 
lac, d] = [c,d] = P 41, 由 GA Ta 群 可 知 (ac, d) = Msi», HFE k,l, 使 得 

= (ac)*P” = d'?((k,p) = 1, (l,p) = 1), 5 K © Maap 了 矛盾 

# K = Naap, 不 妨 设 K = (c,d | c = dP =e? = 1, lc d| = e, led = 
[e,d] = 1). 考虑 (ad,c), 由 定理 5.1.1(3) 可 知 [ad,c] = [c,d] = e7} Æ 1, H G 
为 T4 群 可 知 lad, c) = Ma,1,p, 从 而 存在 kl1 有 ee-! = (ad)*?” = c? ((k,p) =1, 
(l,p)=1), 5 K = N2,1,p FIE. 故 Co(H) 为 交换 群 . 

由 expCe(H) < p’, 可 令 Ce(H) = Ch x Ope, (其 中 ki, ko 为 非 负 整 
数 ) I G = H*Ce(H) = H* (CR x Cp?) = H x C'h x CP. 容易 证 明 
li = 0. 否则 , 必然 存在 直 积 因子 (b1) E€ Co(H) 其 中 o(b1) = p°, 458 (a, bid), 
(a, bib] = [a,b] =a” £41, h G X Ta BEATA (a, bib) 兰 Mai 从 而 存在 1 使 
得 a” = (bib) = bP((1,p)=1), 矛盾 于 (a) A (b1) =1, 故 G= Maip xCn. 
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再 来 证 明 M3,1,p x Cp A Ta 群 . 由 定理 5.1.1(7) 立 得 . 0 


引 理 5.1.4. 设 G AAR MAY Ts 群 , 且 G 所 有 的 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 
全 为 M222, 则 G 有 以 下 性 质 : 


(1) expG = 2?; 
(2) 4&4 a,b eG, $ [a,b] 41 La? £5’, A [a,b] =a? & b°; 
(3) Q1(G) = Z(G). 


证 明 : (1)( 反 证 法 ) 若 否 , 则 存在 g © G 使 得 o(g) = 2°, 由 题 设 g E€ Z(G), 
(ETTE c E G fH [c.g] 41, 从 而 (c, g) = Mo22, FUR.) 又 由 G 非 交 换 知 
必 存 在 a,b E€ G 使 得 (a,b | a* = b* = 1, [a,b] = a°) S Mo.22, 同 理 ag € Z(G), 
从 而 a € Z(G), 5 [a,b] 41 F. 

(2) # [a,b] A 1, 由 题 设 有 (a,b) = M2,2,2. 从 而 Q1((a,b)) = O((a,b)) = 
U1((a,b)) = Z((a,b)) & Cox C2, Mili ola) = o(b) = 4, H (a?,b*) < B((a,b)) = 
U1 ((a,b)) S Co x Co. NË a? F b?, 则 (a?,b?) = B((a,b)) = Co x Co. 从 而 
[a,b] € (a°, °), MAW [a,b] Æ 1,a7,b?, 所 以 [a,b] = a7b?, 此 时 (ab)? = 
a”b? [a,b] = 1, ATI ab € Qi ((a,b)) = Z((a,b)) 5 [a,b] #1 矛盾. 

(3) 先 证 Q (G) 和 Z(G). RWE A(G) C Z(G) 即 可 ，( 反 证 法 ) AF, 
WFE a € A(G), Ha ¢ Z(G), 从 而 存在 b e G, 使 得 [a,b] Æ 1 由 题 
BE (a,b) = Mz.2.2, W a € Qi({a,b)) = Z((a,b)) 与 [a,b] A 1 AA, 从 而 
Qi(G) < Z(G). FUE QI(G) > Z(G), REWE expZ(G) = 2, #6, FFE 
g E€ Z(G), H olg) = 4 MAA G 非 交 换 , 不 妨 设 存在 a,b, 使 得 [a,b] A 1, 由 
题 设 不 妨 设 (a,b | at = b = 1, [a,b] = a?) S Mo22, IE [ag,b] = a? Æ 1, 
(ag)*, b’, H51% 5.1.4(2) 有 (ag)? = b’, 再 考虑 [a,gb] = a° = (gb)”, 从 而 
(a, gb) S Qs, 与 题 设 矛盾 . 从 而 有 (G) > Z(G), 从 而 有 (G) = Z(G). O 


定理 5.1.5. KG 为 非 交换 的 T4 群 , 若 G@G 的 所 有 的 二 元 生成 的 非 交 换 子 
群 均 同 构 于 M222, 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 


(1) HxC3. HP H= K x (b) & K = (a1) x (a2) x--- x (ai) S C4 KH 
(b) SRK, 满足 a? 二 ai 对 任意 的 1 < i < 1 AS. HP NA 
非 负 整数 , | ALEK; 
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(2) Hx Cy. 其 中 H = (a), 42,6 | ay = ä = 1,8° = af, lax, 6) = 4G, 
[a2,b] = aj, [a1,a2] = 1), n 为 非 负 整 数 ; 

(3) Hx Cy. HP H = (e1,00,bd | aj = af = 1, b = aid = 
a3, (a1, a2] = 1, [ai1,b] = a3, [a2,b] = aj, [a1, d] = aj, [a2,d] = aja3, 


[b,d] = 1), n 为 非 负 整数 . 


证 明 : © HAG 的 最 大 阶 的 交换 子 群 , 由 引 理 5.1.4(1) Wik H=AxC, 
其 中 A = (ai) x (az) Xx: x (ax) = Ch, C = (bi) x (b2) x «++ x (be) S CF, 

Mitt H GHEH he H,g € G, 由 定理 5.1.1 可 知 , [k,g] € Z(G) < 
H.), 且 对 任意 G 中 的 4R g, WA 92 EH. 

由 H 的 最 大 性 和 引 理 5.1.4 可 知 , Z(G) = Qı (G) = Q (H) = Q (A) x C. 
再 由 定理 5.1.1 可 知 C < QH) A G/0a (万 ) 是 初等 交换 2 群 . 

以 下 有 断言 1: 对 任意 的 ai € 五 ,9EGAN\ 互 ,有 [ai,9g] #1. (KHE) & 
否 , 不 妨 设 jag] = 1, 由 五 的 最 大 性 , 则 存在 e A, 使 得 [h,g|] 4 1. 考虑 
(h,ai,g), 显然 al E Z((h,ai,g9)), 由 题 设 性 质子 群 遗传 , 与 引 理 5.1.4(3) 矛盾 . 
所 以 断言 成 立 . 以 下 分 两 种 情况 讨论 : 

情况 一 .对 所 有 的 be G\H, 均 有 441(H). 

此 时 断言 2: [aib] # b?. HB (aid)? = a?, 即 存在 aib E€ G\ H, H 
(aib)? € U1 (A), 了 矛盾. 又 由 断言 1, [aib] #1. Meh b UH). Mili a? £b’, 
再 由 引 理 5.1.4(2) 即 可 得 [ai,b] = oa:， 同 理 对 任意 的 de G\ A 我们 也 有 
lai, d] = a?. 从 而 [ai bd] = 1, bd € Ce(H). 再 由 H 的 取 法 可 知 bd € H, 进而 
de (H,b), 这 就 说 明 G = (H,b) 同 构 于 定理 中 出 (1) 型 群 . 

情况 二 .存在 beEG\H, 且 ei(H). 

AWE b? = al, 此 时 (bai)? = [a,b] 4 a?. 以 下 断言 1=2. 

Be; Al=1 RI > 2. 

当 1 = 1 时 , $ H = (ba,a7,C), W H 也 是 G 的 最 大 阶 的 交换 子 群 
若 对 所 有 的 de G\ H, d ¢Ui(A), 可 转化 为 情况 一 . 若 存在 de G\ H, H 
d? € UH). Bl d? = (bai)? Z b’ = af, HS|FE5.1.4(2) 及 断言 (1) 有 [ai,d] = af 
或 [a1,d] = d°, 此 时 断言 此 情况 不 存在 . 以 下 我 们 分 情况 推出 矛盾 : 

当 [a1,d] = aï = b° It, # [b,d] = 1, W (b,d,C) 为 交换 群 , FH 的 最 大 性 
矛盾 , 所 以 [b,d] A 1. 又 由 5.1.4 可 知 , [6,d] = b? RF [b, d] = d?. # [b, d] = b, 
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WW [bar,d] = 1, 从 而 (H,d) 为 交换 群 , 与 H 的 最 大 性 矛盾 ; 若 [b, d] = d? 时 , A 
为 (aid, b] = 1, (baid,C) 也 为 交换 群 , 也 与 H 的 最 大 性 矛盾 . 

当 [a1,d] = d 时 , 同 理 有 [b, d] = d? RE d’. # [b,d] = b°, 由 [bd, ai] = 1, 
可 知 工 = (H, bd) 为 交换 群 , 这 与 H 的 最 大 性 矛盾 ; # [b, d] = a?, W (bai, d] = 1, 
(bai, d, C) 为 交换 群 , 与 H 的 最 大 性 矛盾 . 

故 1 > 2. 首先 断言 : [ai ,中 € Ui (H). 

因为 b? = ai A a3, 由 断言 1 和 引 理 5.1.4(2) 有 [a2,b] = 0? R af 同 理 
[a1a2, b] = aj 或 (Qa142)*. 从 而 [ai,b] = a3 或 (araa). 

AA l> 2, 同 理 有 [a,b] = a3 或 (aias)”, FR. 所 以 断言 成 立 . 

不 妨 设 (ai, b] = a2, 此 时 [a2,b] = af. (车 否 , 前 面 证 明 过 程 有 [az,b = a3, 
考虑 [aia2,b] = 1, 与 断言 (1) FA.) 

此 时 若 G = (H,b), Bl G 为 定理 中 (2) 型 群 . 

a G + (H,b), Rd € G \ (H,b), 断言 qd € G1(H) = {ai, a3, (aia2)’}. 
ETG, 由 引 理 5.1.4(2) 及 断言 (1) WA, [ai,d] = ai 或 好 [a2,d] = a} 或， 
容易 证 明 [ai,d| = at, [a2,d] = a2( 考 虑 [araz,d]), 此 时 再 考虑 [aiaz bd] = 
[a142,dj[aia2,b| = 1, 与 断言 (1) 矛盾 , 故 断 言 成 立 . 

IER de G\(H,b), 最 后 我 们 分 三 种 情况 讨论 : 

情况 (1). d = a3, 

由 引 理 5.1.4(2) 及 断言 1 可 知 , [a1,d| = a? B a3, [a1a2,d| = (a1a2)? 或 者 
ai. 

这 迫使 [a2, d] = al 或 者 (a1a2)’, Æ {oad = aj, 考虑 [a2, bd] = [a2, bla? = 
1, 与 断言 (1) AUR. 所 以 [a2,d] = (araz2)?, 此 时 必 有 [aid] = ai. 

我 们 断言 G = (H,b,d). AA, 则 存在 f E G\ (A,b,d). 由 前 面 证 明 过 程 可 
得 出 f? € Ui(A) = {Qt;a2, (a1a2)*}, & f? = a3, 由 断言 1 和 5.1.4(2) 可 知 ， 
lai, f] = ai 或 者 a2, 此 时 分 别 有 [ai df] = 1 和 [abf] = 1, 这 都 与 断言 1 F 
盾 ; Of? = ai 或 者 aiaz, 用 同样 的 方法 也 可 推出 矛盾 . 

AA b? +d, Hal 5.1.4(2) 可 得 [b, d] = 1, b*, d?. 

车 [b,d] = 7, 则 (a2, bd) S Qs, 5 G 为 T4 群 矛盾 . 

#4 [b,d] = 1, W G 为 定理 中 (3) 型 群 . 

# [b,d] = d’, 用 aid 代替 d 即 为 定理 中 (3) 型 群 . 
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情况 (2). P = al， 

由 断言 1 和 5.1.4(2) 可 知 , [a2, d] = a? 或 者 a3, 同 理 [aia2, d] = (aia2) ”或 
者 aj. 这 迫使 [ai,d] = = (aiaz) 或 者 a3. 车 (ai, d| = 一 a2， 则 必 有 faz, d] = ai 此 
时 [a1 bd] = 1, 与 断言 1 矛盾 . 所 以 [ai d] = (aiaz)”, 此 时 [oz,d = a3. 

#ET B = (a2, bd). 因为 [a2, bd] = (aiaz) £1, 所 以 B S M2,2,2, 从 而 
|b, dj = (bd)? € B(B) = (aï, a2). 易 知 (bd)? # 1, aj. a (bd)? = = a3, 用 bd 代替 
d 可 转化 为 情况 1; 若 (bd)? = (aiaz2)”, 则 (azbd)” = a3, 用 azbd 代替 d 即 可 转 
化 为 情况 (1). 

情况 (3). d? = alas. 

由 断言 1 和 5.1.4(2) 可 知 ，[ai,d] = af 或 者 aiaz, [a2,d] = ajay 或 者 
az， 这 迫使 [a1a2,d) = a? 或 者 a2. Æ aiaz, d] = aî, WA [ai,dgl = aja}, 
此 时 (aid)? = aj. FA aid 替换 d 可 转化 为 情况 2; Æ [aiaz d] = a3, WA 
[a2, d] = aja, 此 时 (azd)”= a3. 用 aod 替换 d 可 转化 为 情况 (1). 

由 定理 的 证 明 过 程 可 知 , 定理 中 (1) 型 群 与 (2) 型 群 和 (3) 型 群 不 同 构 . 而 
(2) 型 群 和 (3) 型 群 的 阶 不 同 , 故 它们 也 不 同 构 . 

再 证 定理 中 群 为 T4 群 : 由 定理 5.1.1(7) 可 知 , 只 需 证 H 为 74 群 即 可 . 以 
下 分 情况 讨论 : 

情况 1: (1) 型 群 . 

对 任意 的 x,y € H, H b? € (A) = Z(H). 车 [x,y] 4 1, 从 而 不 妨 设 
x = nıb, y = nob, 其 中 ni,nz € K, 考虑 L = (zx;y), [x,y] = [nib nab] = 
ny n3 二 (ni n2)? = (yz ')? 关 1, AAW L= (yz, e), ILA LS Moo. 由 
x,y 的 任意 性 , H HTa 群 . 

情况 2: (2) 型 群 . 

对 任意 的 x,y E€ H, H b? € Qi(H) = Z(H). 若 [x,y] 4 1, 从 而 不 妨 
B r = allaz2b y = ajtawb, 考虑 L = (x,y), [x,y] = [aitaz2zb a3 afb] = 
(ai2~42 git 41) -? 41,77 = aa tt tia) ha tia) ye? yj? = aitia) a 2j +2) p2, 此 
时 必 有 o((x,y]) = 2, olz) = o(y) = 4, 从 而 可 知 工 为 内 交换 群 . 由 [x,y] = 
(ai2 22a2 731) 41, 分 情况 讨论 : (1)iz — j2 = O(mod 2), i: — jı = 1(mod 2), 
(2)i2 — j2 = 1(mod 2), ii — jı = O(mod 2). (3)i2 — j2 = 1(mod 2), i — ji = 
1(mod 2) 
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“4 i2 — j2 = O(mod 2), ii — jı = 1(mod 2) 时 , RA i +i2 = 14+ 
ji + ja(mod 2), 且 通 过 计算 可 得 : 24 ji + jo = O(mod 2) 时 , [z,y] = 27; 当 
ji + j2 = 1(mod 2) BY, [x,y] = y*. HA L = Mo... 

“4 i2 — j2 = 1(mod 2), ii — jı = O(mod 2) BK i2 — j2 = 1(mod 2), i1 — ji = 
1(mod 2) 时 , XW FEMA ERAS Fe ay L = Mz,2,2， 由 z,y 的 任意 性 , H 
HTa 群 . 

情况 3: (3) AUR. 

对 任意 的 z,y E€ H, 由 如 ,af,a3 € (HH) = Z(H), 从 而 不 妨 设 x 
aitaybd, y = al'aithd, 考虑 工 = (x,y), 车 [x,y] = [aita'?bd, aj! ai? bd] 
(al ay tt? 132)? 4 1, 用 类 似 于 (2) 型 群 的 方法 讨论 可 知 L S M222. 
由 zx,y 的 任意 性 , HAT. 群 . 


| 


O X Il 


定理 5.1.6. it p> 2, AMR p HG 为 非 交 换 的 Ty BH, 若 G 所 有 的 二 元 
生成 的 非 交 换 子 群 均 同 构 于 Mop, Wl: 

G SH x Cp, # P H =K x% (b) & K = (a1) x (a2) x... (ax) = CL 被 
(b) 的 循环 扩张 ， 满足 olb) =p a? =a, H1<i<k AÈ. 


证 明 : 4 Hm = K x (b), 其 中 KK = (ay) x (a2) x... (am) = C72, o(b) = p’, 
a? = alt?, 对 任意 的 1 < i < m. 由 题 设 存在 G 的 子 群 Fi = (o | a” = 
br = 1, [a,b] =a”) & Moo». W H = Hi 是 G 的 子 群 满 足 k 最 大 . 

首先 断言 : O1(G) = U(H) = Q(H). 类 似 于 引 理 5.1.4(1) 的 证 明 过 程 
有 exp(G) = p’, 只 需 证 对 任意 的 g € G, g? € H. 若 否 , TE g © G, 使 得 
g” ¢ H. WERTH a € K\Oi(K), & [a,g] A 1, 由 题 设 (a,g) = M2,2,p， 所 
以 无 论 (a, g) 是 否 交换 , 均 可 令 [a,g] = ag. 车 (jip) = 1, 此 时 [a, bg] = 
a tip) giP Æ 1, 由 题 设 (a, bg) S ys 此 时 Gi((a,bg)) > (aP, bP, gP) = Ch, 
FJA. 故 可 令 [ang] = a}, RHI<I1<kO0<i < p-l. Fi £i F 
E [a1a2,g] = ax? qi? #1, 由 题 设 nal = Mz.2,p， 此 时 Ui((a1a2,9)) > 
(a?,ah,g’) S Cl, 了 矛盾， 所 以 有 = iz ARYA i = i =---= i. + 
ak+1i = gb", ER} [ar aky] = 1 H a, ¢ H.  [axyi,b] 41, 由 题 设 
(ak41,6) = JM2,2,p， 所 以 无 论 [ak+1,4] = 1 与 否 , HA [ak+1,b] € (akpi bP) 
同 理 可 得 [an+1,6] = [ak+1, a10] E (ay, ,,a7b”), 从 而 有 [ax+1,6] E€ (ak,,). > 
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[ax41,6] = ak AFO Ssp- 4s=1, W (H, aky) = Aes, 与 大 的 
取 法 矛盾 ; 4s #1, & T = (aak, b) 因为 [aiak+l = aay, £1, 从 而 
HAKS TS A12,2p， 此 时 因为 (T) > (aak 1,6”, ata," 1) = (a7, ah, ,,07), 
|®(T)| > p’, 矛盾. 从 而 断言 成 立 . 

由 题 设 可 知 ， 对 任意 的 u,v € G, 其 中 [u,v] ¥ 1, [u,v] € O((u,v)) = 
Ui((u.v)) < H. AME HAG. 可 令 G/H = (yn. %.....yr). 由 前 面 的 断言 
可 知 , 存在 hi € H 使 得 y? = h?. S 2, = why. 从 而 x? = 二 1 且 G/H = 
(Ei E2., En) 念 五 三 (zza .Zny 由 定理 5.1.1 可 知 , E < (GC) Hw 
等 交换 群 . 从 而 G= H x E. 

再 证 定理 中 群 为 74 群 : 由 定理 5.1.1(7) 可 知 , RWE H = K x (b) AT, 
群 即 可 . 对 任意 的 z,y € H, Wik r = mb, y = nob’, HA nina E K, 考虑 
L = (x,y), # [x,y] = [mb nab] = man = (ninz')? = (wy)? #1, 用 

Jy" 替换 x ak y, Mitt LSS M22p. 由 zx,y 的 任意 性 , H 为 Ts 群 . T 


定理 5.1.7. G 为 非 交换 的 Ta 群 , AG 的 所 有 的 非 交换 二 元 生成 子 群 均 
同 构 于 Na2 1.2. 设 G 有 子 群 H 一 (a,b | at -= b? 一 c? = 1, [a, b] = ¢; Íc, a] = 
[c, b] = 1) = No.2, Al: 


(1) exp = 2"; 
(2) Cela) = (a) x C, 其 中 C AMF RM 2 群 ; 
(3) 对 任意 的 VEGANCclta), 存在 2 阶 元 工 使 得 TCG(a) = yCa(a). 


证 明 : (1)( 反 证 法 ) A, 由 定理 5.1.1 则 expG = 2 . se g © G, 使 得 
o(g) = 23. 从 而 ge Z(G). 同 理 o(bg) € Z(G), 进而 be Z(G), 5 [a,b] 41 F 
ja. 

(2) 我 们 首先 证 明 Cela) 为 交换 群 . BB, FE K = (x,y | 14 = y? = 2? = 
1, [x,y] = z, [2,2] = [z,y] = 1) S Nor2 A Cela) MFR. F M = (cz, ay), 
[z ay] = [x,y] = z A 1, 由 内 交换 群 的 结构 可 知 > E (27,07) = (M) (BR 
a” # x”, GR, 考虑 (ar,b)). 又 由 G 为 Ta HAM = = 27a? = (ax), 再 考虑 
(ax, y), [ax,y] = [x,y] = z = (ax)’, tx (az, y) = Ds, 5 GH Ts 和 群 矛 盾 . 

故 Cola) 为 交换 群 . 又 因为 exp(Ce(a)) = P, 所 以 存在 子 群 C 使 得 
Cela) = (a) x O; 
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以 下 我 们 证 明 C 为 初等 交换 2 群 . a, 存在 a1 EC 为 4 阶 直 积 因子 . 若 
[b, a1] = 1, 考虑 (a,bar), 类 似 于 (2) 的 证 明 可 知 [a, bai] = c = aal = (aal) 
再 考虑 (aai,b), [aai,b] = c = (aai)*. W (aai,b) = Ds, 与 G 为 T4 群 
矛盾 ， 故 [ba] 4 1. WA [b,a] = c 4, + hid =mAc FE 
(ab, ay) aes ai] = m = a*caj = (aa;)*c. 即 (aai)? = mc. 再 考虑 (aai, b), 
[aal ,如 = opi 故 (aai, b) = Ds. 5G a Ta HAR. 故 [bal]=c. 考 
虑 (ab, al)， ia ai] = [b, a1] = c = a*caj. 即 azai = 1. 矛盾 . 

故 C 为 初等 交换 2 群 . 

(3) BA y ¢ Cela), MU Q = (a,y) S Nz,12. ARK Q = (a,b | a* = bj 
c? = 1, [a, bi] = c1, [b1, c1] = [a, b1] = 1), WAT y = a'b cf, 其 中 (7,2) = 1. 

= bj, WE zCc(a) = yCe(a). 


定理 5.1.8. RG 为 非 交 换 的 T4 群 , 若 G 所 有 的 二 元 生成 的 非 交换 子 群 
均 同 构 于 N212， 则 : 

GHxC2. 其 中 H=Kw(a), 是 K=(b) x (b2) x --+ x (bk) x (c1) X 
(c2) x «++ x (cr) S OF 被 (a) 的 循环 扩张 , 满足 a? =1, be = dics, ce 
WES Lick MAS. 


Oo» M 


= œi 


证 明 : 由 题 设 , 存在 a,b1 E€ G, 使 得 (a, bi | at = b? = c? = 1, la, brl = 
cı, [c1,a] = [c1, b1] = 1) S N21,2, 由 定理 5.1.1(6) 可 知 Cela) IG. 设 
G/Ce(a) = (91, Y2, Ym) 由 引 理 5.1.7， 存 在 2 阶 元 T1, 22, Em 使 得 
G/Cec(a) = (#1, £2,--- ,%m), BH M = (x1, 22,-++ , 2m) 则 由 定理 5.1.1(3) 可 
Rl M < 1(G) 是 交换 群 . te M = (M N Cela)) x N, W G = Ce(a)M = 
Ce(a) x N, & p 是 从 N 到 Cala) 的 映射 ， 满足 p(n) = lan), 对 任意 的 
n E€ N. 由 NNCel(la) = 1 可 知 y 是 单 射 , BI [a, N] = yp(N) S N. MAG 
为 T4 群 可 知 2° 阶 群 都 交换 , 故 [a, N] N (a) = 1, 从 而 (a) x [a, N] 是 Cela) 
te N = (bi) x (b2) x --- x (be) [a, bi] 三 ci HP 1 cick, W 
= |a, N] = lci) x (co) x +++ x (cx). & K =NxG, Wl H = K x (a) 
ak = 1, ff = bier’, Pf =a NERD 1 €i sk Mm BR 
Cola) = (a) x G x E, N E Ww 2 群 . 从 而 G = (K x (b)) x E. 
再 证 定理 中 群 为 Ta 群 : 要 证 明 G 为 T4 群 , 由 定理 5.1.1(7) 可 知 , 只 需 证 
H H = K x (a) X Ta Bp. 
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由 五 的 结构 可 知 , H 中 任 一 元 素 均 可 写成 bb -bikai -.-c*, 又 因为 
ci € Z(H), H o(ci) = 2, 对 任意 的 x,y € H, 不 妨 设 r = bP bP . -bita , y = 
bY bl2 bik git #80 = (x,y), 车 [z, y] — cif i122 . ‘ii i x 
1， 从 而 ii 不 能 同时 同 余 于 OR 2 从 而 工 为 内 交换 群 ， 若 (ia,2) = 
1, ,2) = 1, Kat L = (a,ry) S Naas, Æ i, 有 一 个 同 余 于 0 模 2, 显 
然 = (x,y) = Nz,12. 故 H 满足 定理 中 的 条 件 . U 


引 理 5.1.9. 设 p> 2, AIR p HG 为 非 交 换 的 了 4 群 , 且 G 所 有 的 二 元 
生成 的 非 交 换 子 群 均 同 构 于 Naip 设 G AFH H = (a,b | a” =P = P = 
1, [a,.6] = & [e, a] = [c, 6] = 1) = No1.5, RI: 


(1) expG =p’; 
(2) Cola) = (a) x C, 其 中 C 为 初等 交换 pp 群 
(3) see y E G \ Cala), 存在 了 阶 元 Z 使 得 rCala) = yCa(a). 


证 明 : (1)( 反 证 法 ) AA, 由 定理 5.1.1 则 expG = p’. 即 存在 9 eG, 使 
得 olg) = p*, 由 内 交换 群 的 结构 可 知 , 9 E€ Z(G), 同 理 o(bg) € Z(G), 进而 
be Z(G), 5 [a,b] 41 FA. 

(2) 我 们 首先 证 明 Co(a) 为 交换 群 ， 若 否 , 存在 K = (z,y | 1” = 如 = 
2? = 1, Ba = z, aa] = By = 1) S Map A Cole) HTH. BE 
M = (2, ay), |z, ay] = [zx,y| = 241, M S Naip. 由 内 交换 群 的 结构 可 
知 (M) = (x?,z). 又 由 于 a? = (ay)? € O(M), TK az = t”. 再 考虑 子 群 
N = (ax™, y), 由 (ar) IG AM | N |< p’, AG 为 非 交换 的 Ta 群 可 知 N 
交换 , 即 a? = 27 (WH (j,p)=1). 01(M) = (zz,az) = O(M), 与 内 交换 群 的 结构 
矛盾 . 

故 Cala) 为 交换 群 。 又 因为 exp(Ce(a)) = 人 太 ， 所 以 存在 子 群 C 使 得 
Cola) = (a) x C. 

以 下 我 们 证 明 C 为 初等 交换 了 群 . AR, 存在 al EC 为 p? 阶 元 . F [b, ai] = 
1, 考虑 L = (a,bai), [a, bai] = c #1, MH L AEACHHA (L) = Vi (L) = (a”, af), 
与 内 交换 群 的 结构 矛盾 . 故 [b,a] A 1, 此 时 由 题 设 可 知 (ab, ai) = Noip, HA 
交换 群 的 结构 (3) 可 知 ((ab)?) = (ai) 5 (a)mC =1 FA. 故 C 为 初等 交换 p 
HF. 
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(3) 因为 y g Cc (a), 所 以 Q = (a, y) = N21,2. 不 妨 设 Q = (a,b | a?” = 
WB = ct = lsh = cu bira] = [m0] = 1), 则 可 设 y = ad, 其 中 
(j,p)=1. $ £ =b, WA Cola) = yCo(a). 口 


定理 5.1.10. 设 p>2, 有 限 p 群 G 为 非 交 换 的 7 了 4 群 , 若 G 所 有 的 二 天 
生成 的 非 交 换 子 群 均 同 构 于 N2,1,p, WI: 

GHxO". 其 中 H=Kwx (a), 是 K=(b)x (bz) x --- x (bk) x (en) x 
(c2) x -… x (cr) S O2* 被 (a) 的 循环 扩张 , 满足 am =1, bt =bic,', cf = 
MESA LS i<k MRS, 


证 明 : 由 题 设 , 存在 a,b. € G, (EA (a,bi | a? = BP = @ = 1,[a,b:] = 
ci; [cia] = [c1; bi] = 1) = Naip 由 定理 5.1.1(6) 可 知 Cela) IG. i 
G/Ce(a) = (ji, 92, +, Ym), 由 引 理 5.1.7, 存在 p 阶 元 11,22, ,ZXm 使 得 
G/Ce(a) = (i, fi, ,1), BHM = (x1, 22,--+ ,zm) 则 由 定理 5.1.1(3) 可 
知 M < Qi(G) 是 交换 群 . 设 M = (M N Cela)) x N, W G = Ce(a)M = 
Ca(a) x N, B p SEK N 8| Cala) 的 映射 ,满足 p(n) = la, n], 对 任意 的 neN. 
H NO Coa(a) = 1 可 知 y 是 单 射 , 即 [a， goats = N. MAGHATa: 
群 可 知 p” 阶 群 都 交换 , 故 [a, N] N (a) = 1, 从 而 (a) x [a, N] 是 Cela) HH 
积 因子 . te N = (bi) x (b2) x … x (be), [2,0] =a, BP 1 <i<ck, W 

= [a,N] = (c1) x (c2) x +++ x (cx). S K =NxG, N] H = K x (a) 
满足 a2 = 1, bf = bel, cf = ci 对 任意 的 1 < i < k 都 成 立 ， 再 设 
Ce(a) = (a) x G' x E, W E HEX p 群 . 从 而 G = (K x (b)) x E. 

再 证 定理 中 群 为 Ta 群 : 同 理 只 需 证 明 H A Ta 群 即 可 . 对 任意 的 x,y EH, 
r= bs pa +++ biFca™, y= bib? .. bike am， 其 中 cc E (c1) x (e2) X ++: x 
(cx) = Ch. 则 


e . a a i 
— ti p22 Uk m 1 5 Jk n 
zy) = [by by --- BS ca", br by? --- be a”) 
— im im km JN —J2™M thm 


# (x,y) #1, PRL = (x,y) 为 内 交换 群 , A m,n 不 能 同时 同 余 于 零 模 p. 

4 mip, K nip, IEIR L= (x,y) = Naip- & (m,p) =1, H (n,p) = 1, 
此 时 有 cP = a™?, yP = a”, 从 而 (x?) = (y?), 即 存在 4 使 得 (1,p) = 1, H 
cP =y”. 此 时 工 = (x,y) = (a,ry') S Noip. 故 G 为 满足 条 件 的 群 . 口 
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引 理 5.1.11. 设 G ARMY Ty H, BG 有 两 个 二 元 生成 的 非 交换 子 
群 同 构 于 M2.2,p 和 Naz,l,p, LAF RMAF M3,1,p. & G HFT H AR HH 
任意 非 交 换 的 二 元 生成 子 群 全 同 构 于 Naip. FHA 的 阶 最 大 ， 则 可 设 H = 
(K x (b))xE, 其 中 K = (a1) x (a2) x --- x (ag) x (c1) X (c2) X +++ x (cr) S CP, 
E 为 初等 交换 p H, a? = Qici, d 二 ci 对 任意 的 1<i<k. Al: 


(1) TERADE, dP € (bP ci) \ {1}, FEE Sisk 成 立 ; 


(3) %4 p=2 时 , 对 任意 的 TEG\H, 和 存在 heH 使 得 d= 二 zh 满足 下 
列 三 组 关系 之 一 : 


(i) d? =a, fard] = bd = 1; 
(i) E =c bd] = L lard] =b cr; 
(iii) d? = Cl; [b, d] = b?, laı, d] = b?. 


(4) E< Z(G). 


证 明 : (1) 由 定理 5.1.8, 可 设 H Ae REAR. 
首先 断言 : Q (G) = Q (H) = K x (b) x E. 因为 G 为 T4 群 ,由 引 理 5.1.1, 
O1(G) 为 交换 群 . MIA 01(G) IG, A bP € 01(G), AA Q1(G) <1 (G)(b). 1E 
取 Qi (G) (b) 的 非 交 换 的 二 元 生成 子 群 L, RITE LON (G)< L, 从 而 |Q1(L)| = 
p”, 由 内 交换 群 的 结构 可 知 L = N2,1,p, 这 就 说 明了 Q1(G)(b) 的 非 交 换 子 群 全 
为 Noi. 由 五 的 最 大 性 |Qi(G)(b)| < H|, 另 一 方面 (H) < 01(G), 两 边 同 
Fe (b), ME | 五 | < |Q1(G)(b)|, 从 而 有 O1(G) = Qı(H) = K x (b) x E, BI H 
外 无 p 阶 元 . 
再 证 明 : 对 任意 的 de G\H, d € (b ci), Hd? #1, 对 任意 的 1<i<k. 
(RUE) 分 p= 2 Al p > 2 两 种 情况 讨论 : 
情况 1: p =2. Fd? ¢ (b?, ci), WEA |d’, b’, cil = 2°, 
由 题 设 只 能 是 (a)lb,d] = 1, (b)(b,d) = M2,2.2, (c)(b,d) = N212. 
(a) 当 [b,d] = 1, SH A = (aid,b), Œ [aid, b] = i £ 1, W A J2 
阶 非 交换 子 群 且 @(4) = (b°, ci), 从 而 (aid)? = [ai,d]d? € O(A). 再 考虑 子 群 
= (aib, d), 无 论 B 交换 与 否 均 有 |B| = 2* H O(B) = ((aib)*, d?) = (b?c;, d’), 
从 而 [aib,d] = [ai,d] € ®(B), X d € (B), 从 而 [ai,djd? € 6(B)N (A) = 
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(b>ci), 此 时 又 有 [a;,d]d? Æ 1, kt [a:,d] = d?b?c:, 此 时 (ai, bd) = Ds, 与 GH 
Ta HA. 

(b) 24 (b,d) = No,1,2 时 ,因为 o( = o(d) = 4, 所 以 [b, d] = b?d?, (bd)? = 1, 
进一步 有 bd E€ O1(G) < H M de H, FARA EB. 

(c) 当 (b,d) = M2,2,2 时 , 由 引 理 5.1.4(2), [b, d] = b? 3 a?. 

#4 [b,d] = b°, 考虑 子 群 A = (aid,b), 同样 可 得 (aid)* = [ai d]d? € 
P(A) = (b°, b?ci), 从 而 (ai, d]b?d? € O(A) 考虑 子 群 B = laib. d), 可 得 [aib,d] = 
[ai d]b? € &(B) = (bci, d’), [ai, d]b?°d? € ®(B)N O(A) = (bci), 得 [aid] = 
b?d? 或 dci. Æ [ai d] = b?d?, ZE (aib, aid), [aib, aid] = b?d?cib? = d?c; E 1, 
而 (laib, aid)) = (b°, b?ci, d°ci) = C3, 从 而 |(aib aid)| 4 2*, 5 G H Ta RF 
盾 . 车 laid] = d'ci, 此 时 lai, bd) S Ds, 与 G 为 Ta 群 矛盾 . 

若 [b,d] = d, 考虑 子 群 A = (aid, b), 同样 可 得 (aid)? = [ai,dld? € 6(A) = 
(b?, dci), 考虑 子 群 B = (aib, d), 可 得 [aib, d] = [ai, d|d? € (B) = (bci, d}, 
从 而 [ai, djd? € P(B) NO(A) = (dbc), X [ai, d] 4 d?, 从 而 得 出 Jai, d] = b? ci, 
此 时 (ai, bd) = Ds, 与 G 为 74 群 矛 盾 . 

情况 2: p > 2. 

首先 断言 (d?) (P), BB, 不 妨 设 ad? = bP, BI bd! 为 p 阶 元 , H HbA 
p 阶 元 与 Q1(G) = (A) FA. 

对 任意 的 1 << p, 考虑 子 群 A = (aid, b), 若 Ar 非 交 换 , 则 A X p* 阶 
的 内 交换 群 , 又 因为 01(41) = (P, dP) 为 p 阶 初 等 交换 群 ， 易 知 Ar ~ M2,2,p， 
特别 的 [d, b] 41, WI [d, b] € ®(Ao) = Ui(Ao) = (b, dP). 

Fy [aid, b] = ci[d, b], 所 以 存在 1 入 s < p—1, 使 得 子 群 As = (afd, b) 不 
交换 , 此 时 [aZd,b] = cf |d, b] € (As) = Ui (As) = (b?, d”). 进而 ci € (bP, dP) = 
(As). 所 以 dP € (bP, ci) = ®(As). 

(2)( 反 证 法 ) EB, (ER d E G\ A, H (1) 可 得 d? € (b?,c1) N(B, c2) \ {1} = 
(bP) \ {1}. Æ p > 2, B P = b, W (dt) =1, 5 H Kp HRCA. 车 
p = 2, WA d =b. 又 因为 db ¢ H, 同 理 (db)? = b”, 此 时 (b, d) S Qs. FG 
为 了 4 ATA. 

(3) 由 (1) BY x? € {b°, c1, bci}. 以 下 分 情况 讨论 : 

情况 一 : r? = c. 此 时 若 [b,c] A 1, W (b,c) 为 16 阶 的 内 交换 群 从 而 
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[b,x] € P((b, 1)) = (b°,c1). 以 下 分 情况 讨论 : 

子 情况 1:4 [b,c] = 1,6 d= r, BF A = (aid, b), H [aid,b] = c1 £1, 
故 A 为 2* 阶 非 交换 子 群 且 (A) = (b,c), 从 而 (a1d)*d? = [ai,d] € &(A) = 
(b?,c1). Senta [ad] = 1, 则 有 关系 组 (i); 车 [ad] = Wa, 则 有 关系 组 
(ii); 4 [a1,d] = ct, W (ai,d) = Ds, 与 GH Ti ETA; F [and] = 67, W 
(aı,bd) S Ds, 5 G 为 T4 BFE. 

子 情况 2: 若 [b, r] = bci, W (br)? = 1, Wifi be € Qi (G) < H, Hii z eH, 
与 题 设 矛盾 

子 情况 3: 若 [b,c] = b°, 考虑 子 群 4 = (air, b), H [aiz,b] =b?a 41 可 知 
A 为 16 阶 的 非 交 换 子 群 且 P(A) = (b,c1), 从 而 (alz)>z2 = [ai,z] € (A) = 
(b,c). WERT [a,r] = b°, Rd = zx 则 有 关系 组 (ii); # [a,r] = Pa, W 
d= br WERZA (iii); 4 [a,x] = c1, W (a1, £) = Ds, 与 G 为 Ta BAK: E 
[ai,zj = 1, WI (@1,bz) = Ds, 5 G X Ts 和 群 矛 盾 . 

子 情况 4:4 [b,c] = a, 考虑 子 群 B = (abr), 无 论 B 交换 与 否 均 有 
|B| = 2* H (B) = (她 ,ct), 从 而 [aibzlei = [azle( 刀 ci), 此 时 若 [al,z] = 
142’ = aiz 可 得 (z) =a H br] = 1, 从 而 可 以 转化 成 子 情况 1; 若 
[az 三 上 2, 令 z=aabz WF (2’)? = c1 H [b,x] = 1, 从 而 也 可 以 转化 成 子 情 
况 1; 车 [a,r] = c, W (at) = Ds, 5 GH Ts BH; FS [az] = bcr, 则 
(arba) = Ds, 5 G 为 Ta BFE. 

情况 二 : r? = bc. WATS [5b,z] #1 0 (b.x) 为 16 阶 的 内 交换 群 , 从 而 
[b,£] E B((b, x)) = (b?,c1). 以 下 分 情况 讨论 : 

子 情况 1: 若 [b,c] = 1,4 2’ = be, W (r)? =a, 从 而 可 以 转化 成 情况 一 . 

子 情况 2: 若 [b,x] = 刀 ， paigas A = (aiz, b), 由 [aix,b] = b?°ci 天 1 可知 
4 为 16 阶 的 内 交换 子 群 旦 更 (4) = (b, c1), 从 而 (arx)?x? = [ai,2] € (A) = 
(b?,c1). 此 时 车 [ai,z] = b°, $ x = are 可 得 (z) = ci, 从 而 可 以 转化 成 情况 
一 ; # [a,x] = b’ci, 则 (a1, £) S Ds, HOH Ts RFS; 若 [a,z] = cn, 则 
(aibz) S Qs, 5 G 为 Ta FFP: £ [anr] = 1, 则 (a1b,bz) = Qs, 5 GH 
Ta HA A. 

子 情况 3:35 [b, x] = b?c1, 考虑 子 群 C = (arb, br), 无 论 (ab, br) 交换 与 否 
都 有 |(aib,bz)| = 24 H (C) = (b?,c1), 从 而 [aibbz] 妇 = jai, £] € (b?, c1), 
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此 时 若 [a,c] = b, $ r = ar 可 得 (x)? = c1, 从 而 可 以 转化 成 情况 一 ; 
若 [ar] = 1, WW (aibz) S Qs, 5 G 为 Ta BAK. € [a,r] = ci W 
laiz, b) S Qs, 5 G 为 T4 BAR: 车 [al,z] = bci, W (ai, br) = Ds, 5G 为 
Ta HAE: 

子 情况 4: 若 [b,x] = cı, W (br)? = 1, 从 而 bz € Q1(G) < H, 与 题 设 矛盾 . 

情况 三 : z” =b. 此 时 由 题 设 (bz)” = [b,c] 40°, A a’ = br, 可 转化 为 情 
况 一 或 情况 二 . 

(4) REM MER e € EMxceG\H F [e,z] =1 Hal. 

情况 1. p=2. 

由 (3) 可 知 , 存在 h € H 使 得 d = zh 满足 关系 组 (i), (ii) 或 (iii). X (ed)? = 
[e, djd? = |e, d]cı € {b?,c1,b?ce1}, 从 而 [e,d] € {b7c1,1,b7}. & [e,d] = bc, 对 
于 关系 组 (i), (ii) 有 (e,bd) = Ds, MFKAA (iii) 有 (e,aid) = Ds, 都 与 G 
为 Ts BEA JS; 车 [e,d] = b?, 对 (i) 有 (aie, bd) S Ds; 对 (i) A (e, aid) S Ds; 
对 (iii) 有 (e,a1bd) = Ds, 也 都 与 G 为 T4 群 矛盾 . 从 而 一 定 有 [e,z] = 1. 故 
E <.Z(G). 

情况 2. p> 2. 

由 (1) 的 证 明 过 程 可 知 (x? bP) = (b?,c1), 以 下 断言 : 对 任意 的 h E H, 
有 [hy a] € (xP, bP) = (如 ,ct). 因为 H = Q (G) (b), 所 以 可 设 h = gb', 其 中 
g€(G),0<l<p-1. 对 任意 的 1<1<p 一 1, 考虑 子 群 Bi(g) = (gb, x). 
若 Bi(g) 非 交 换 , 则 Bi(g) 为 pt 阶 内 交换 群 , 又 因为 01(Bi(g)) = (x?,b?) 为 
p> 阶 初等 交换 群 ， 由 内 交换 群 的 结构 可 知 Bilg) 兰 Mz,2,p. 车 [gb x] #1, W 
[gb',z] € &(Bi(g)) = 01(Bi(g)) = (w?, b”). 这 就 说 明 对 于 h ¢ Q1(G) 断言 成 
立 . 又 因为 [g,z] = [gb,z][b”,z] € (z?, bP). 所 以 断言 对 he€ Q1(G) 也 成 立 . 

设 zz = bP, WM (Gp) = 1, $d =b ri, W dP = ci 为 了 证 明 
[e,z] = 1, 只 需 证 明 [e,d] = 1 即 可 . 由 前 面 的 断言 有 [e,d] = b®ci, [ai1,d] = 
六 “Ci 

接 下 来 我 们 证 明 [e,d] = b. 若 否 , 则 (t,p) = 1. 由 [e,b°d'] = (bspci)) = 
(b°d*)? 可 知 (e, bd) H p? 阶 非 交换 群 , 与 G Ts 群 矛 盾 . 

最 后 , 我 们 用 反 证 法 证 明 [e,d = 1. 若 否 , WI (s,p) = 1. & (v,p) = 1, 由 
[aje~“, d] = ci” = d**? 可 得 (aie“,d) 为 2 阶 非 交 换 群 , 与 CATs PAE: 
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f [al ,dj ma ES H 
[aie bd] =b ci = (bd)*” 


可 得 (afe! t, bd) 为 p® 阶 非 交换 群 , 也 与 Gy Ta 群 矛盾 o 


定理 5.1.12. RG 为 非 交 换 的 T4 群 , HFG 有 两 个 二 元 生成 的 非 交 换 子 
BFP) FT M222 和 N21,2, LAF PRAT Mala. 设 G OTe H AX AH 
任意 非 交 换 的 二 元 生成 子 群 全 同 构 于 No212, 并 且 H 的 阶 最 大 . MTR H = 
(Kx {(b)) xE, 其 中 K = (ai) x (a2) X- X (ax) X p (c2) xX- x (ck) S 03", 
E 为 初等 交换 2 群 ,ay 二 Qici,c? 二 ci 对 任意 的 1 和 ii 入 大 则 G 为 下 列 群 之 


(1) Mix Cf, Ay ={a,b,c| 07 = 6* =c* =1, [2,6] =’, [a,c] = 5, = 
1), 其 中 n 为 非 负 整数 ; 

(2) Ha x Cy", Ho = (obe | a = OF = ce = md = la, = 
bc, [b,c] =1,), HP m 为 非 负 整数 . 


证 明 : 由 题 设 G 必 存 在 子 群 H 使 得 它 的 任意 非 交 换 的 二 元 生成 子 群 全 

WF N2,1,2, AMR A 即 为 满足 上 述 条 件 的 最 大 阶 的 子 群 , 由 定理 5.1.8 可 设 

= (Kx (b))xE, HR K = (ai)x(a2)x…:X(ak)X(cl)x(ca)x…Xx(ck) = 03", 
E 为 初等 交换 2 群 . af = aicid = ci. 对 任意 的 1 < i<k. 

由 引 理 5.1.11(1) 的 证 明 过 程 可 知 Qi1(G) = QH) = K x (b) x E. 又 
ZA AAG. (对 任意 的 he€ Hid € G, 由 引 理 5.1.1 有 o([h,d]) = 2, 从 而 
[h, d] € Qı (G) = Qı (H) < A, Bl HAG.) 

此 时 考虑 G/H, 则 G/H 为 初等 交换 2 群 . 设 G/H = (di) x (de) x- --x (ds). 

以 下 证 明 s = 1. 47, 由 引 理 5.1.11(3) 可 知 ， 存 在 di, dz € G\H, 使 
得 di” = dy” = cr, 由 引 理 5.1.11(1) 和 (3) 可知, (dids)? € (b?,c1) \ {1}, H 
[aib, didz] = 1, be. 

#7 (di'd2')* = cr, 此 时 (di da S Qs. Æ (d'd? Y = 好， 此 时 考虑 
(b, d1'd2'), 同 理 [b, di'do’| = (bdi'd2')? A 1, 刀 ， 与 引 理 5.1.11(3) 矛盾 若 
(d'd)? = bci, H [aib,did2] = 1, 此 时 (aibdid2)? = 1. 与 aybdide € 
Q1(G) < H FW;  (did2)? = be H [aib,didz] = b?c1, 此 时 (aib, didz) S 
Qs, 5 CGH Ts BAK, Hs =1. 


84 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


从 而 可 令 G = (A, di), 由 引 理 5.1.11(3) 可 知 G 为 定理 中 的 群 (1), (2). 

因为 定理 中 (1) 型 群 和 (2) 型 群 的 导 群 阶 不 同 , 所 以 (1) 型 群 和 (2) 型 群 不 
同 构 

要 证 GA Ta 群 , 由 定理 5.1.1(7) 可 知 , 只 需 证 明 H 为 74 群 即 可 , 以 下 分 
情况 讨论 : 

情况 1: (1) 型 群 . 

对 任意 的 x,y € Mi, 由 b’, ce Z(Hi), 从 而 不 妨 设 x = a'c™b, y = a7c"b, 
考虑 L= (z,y), Æ [z,y] = [a'ic™b,aie"b| = PI 41, H(i- 52ER 
H oly) = 4. XAXA L = (zy, y), F ((m—7n),2) = 1, ER L = M222, & 
(m—n)|2, HOY L S Noi2. 由 x,y ERE 为 T4 群 . 

情况 2: (2) 型 群 . 

对 任意 的 x,y € Ho, Æ [x,y] 41, H b°, c € Z(H2), AMRI £ = a'c™b， 
y = alc"b, SB L= (x,y), lzy] = lacb ac") = (be)? nomi) -2U-9) 天 1, 
Rera=Vrrirmrm) y? = bettin) 经 计算 可 知 : 4 in—mj = 0(mod 2), 
i—j = 1(mod 2) 时 , [x,y] = x7y?, Heat L S No.2; 4 in — mj = 1(mod 2), 
i — j = O(mod 2) 时 , [z,y] = 67, z? = y? = be, 此 时 [z,y] = (£y), K 
L = M222, 4 in — mj = 1(mod 2), i — j = 1(mod 2) 时, [z, y] = b?, zy = 
ac™—" (be)? m- oy? = 1, [x,y] = (wy)? HL Mao, 由 zy 的 任意 性 ,五 
AT 4 群 . O 


定理 5.1.13. K p> 2, AM p HG 为 非 交 换 的 了 4 BH, AG 的 所 有 的 二 元 
% pag AE KF BERLE AAT Ma22p 的 ,也 有 同 构 于 Noip 的 , G TRH 
满足 H 的 任意 非 交换 的 二 元 生成 子 群 全 同 构 于 NN2,1,p. HLH 的 阶 最 大 . 则 可 
i H =(Kx(b))xE, HP K = (a1) x (a2) x-++x (ax) x (c1) x (c2) K++ x (ee) S 
Cp", E = (e1) X (e2) X +++ X (em) 为 初等 交换 pH, a} = aici, = ci 对 任意 
“4 l<ick. N G 同 构 于 下 列 群 之 一 : 


(1) Hi x CP, 其 中 Hı = (a,b,c | a? = b =e =1, [a,b] = œ, [a,c] = 
1, [b,c] = bP), n 为 整数 ; 

(2) baa f ite (a,b,c | aP = b”? = cp =1, [a,b] = œ, [a,c] = 
1, [b,c] = 1), m 为 整数 ; 
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(3) Hax C7, 其 中 Hz = (a,b,c | a? =b” = c” = 1, [a,b] = œ, [a,c] = 
cPb!? [b,c] = 1), 1+ 41 AR p 平方 非 剩余 , (1,p) =1, m 为 整数 ; 

(4) Hix OF, HP Ha = (a,b,c | a? = bP = = 1, [a,b] =e laze] = 
bP, [b,c] = 1), j 了 为 固定 的 模 p 平方 非 剩余 , (j,p) =1, m 为 整数 . 


证 明 : 由 题 设 G 必 存 在 子 群 H 使 得 它 的 任意 非 交 换 的 二 元 生成 子 群 全 同 
构 于 N2,1,p, 不 妨 设 H 即 为 满足 上 述 条 件 的 最 大 阶 的 子 群 , 由 定理 5.1.10, 可 设 
H =(K»™(b))x E, 其 中 开 = (a1) x (az) x- -X (ax) x (e1) x (e2) X- + -X (ee) S C?F, 
E 为 初等 交换 p BR, a? = aici,c? = ci 对 任意 的 1<i<k. 

以 下 证 明 01(G) = 01(H) = K x (P) x E, HAAG. 

先 证 Q (G) = Q (H) = Kx (b?) x E, AW G X Ta 群 ,由 引 理 5.1.1, Qi(G) 
为 交换 群 ， 又 因为 Q1(G) 3G, HP e O1(G), 所 以 Q1(G) < (G) (b). FER 
N: (G) (b) 的 非 交换 的 二 元 生成 子 群 卫 , RITE LON (G)<L, AT |Q1(L)| =p’, 
由 内 交换 群 的 结构 可 知 L S Noa p, 这 就 说 明了 01(G)(b) 的 非 交换 子 群 全 为 
Naap. 由 H 的 最 大 性 |Q1(G)(b)| < |HI, 另 一 方面 (H) < 01(G), 两 边 同 乘 
(b), 即 有 | 五 | < (Q1(G)(b)|, 从 而 有 Qi(G) = Q (H) = K x (b) x E, BI H Sp 
E p 阶 元 . 

再 证 H < G, 对 任意 的 he H,d eG, 由 引 理 5.1.1 F o((h,d]) < p, 从 而 
(h, d] € Q1(G)= Qı (H) < H, 即 HAG. 

此 时 考虑 G/H, 则 G/H HWER pi. 设 G/H = (di) x (d2) x…x (di) 

以 下 证 明 1 = 1， 车 否 , 由 引 理 5.1.11(1), (2) 有 d = nbu, dh = 
cil2bm2?.。 其 中 (si11,p) = 1,(s12,p) = 1. 从 而 必 存 在 u,v 使 得 (v,p) = 
1, (up) = 1, H c = dPb tr = drop—*ti27, et (d¥b "tids "bt12)? = 1, 
H SMA p 阶 元 与 Q1(G) = Qi (A) FA. 

AMA H = (K x (b)) x E = ((a) x (b)) x E, G/H = (d), ATi G = H(d). 

从 而 不 妨 设 d? = c= [a,b], AA, HATA c= d*?b "P, 用 d*b “代替 a 
即 可 . 因为 (dP) A (br), 由 题 设 G 子 群 结构 可 设 [b, d] = bP dP, 其 中 i,j WHER. 
同 理 [ba, d] = b°” dt, 其 中 s,t 为 整数 . 从 而 la, d) = bS-)Pd@ 9? E (bP dP). 以 
下 分 情况 讨论 : 

情况 一 . la,d] = 1， 
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不 妨 设 [b, d] = b'P, 475, 由 [b, d] = bP dP, 可 用 da? 代替 d, 以 下 分 情况 讨 


论 : 
当 (i p) =1 nt, Ba’ ,di ”代替 a, d, 可 得 出 [b,d] = b”, 得 出 群 Hi. 
当 (i p) #1 时 , 即 ilp, 则 i, d] = 1, 得 出 群 Hs. 
情况 二 . [a,d| ~ 1, 
不 妨 设 [b, d] = 1, 


若 否 , 由 前 面 分 析 可 知 总 存在 u,v 使 得 [b,d] = d“?[a,d]”, 从 而 (bP, d) = 
(d?,[a,b]), XI [ba~”, da”|] = [b,djd*[a,d] = 1, 用 ba”, da” 分 别 代替 
b,d 即 可 .由 [a,d] € (bP, dP), 可 设 [a, d] = d'?b’?, 其 中 (j,p) = 1A (a,d) 为 
p” 阶 群 , 与 题 设 矛盾 .) 

考虑 (a, dbz),[a,dbz] = d“**™)Pb)P, 又 

T 


(a, db”) 为 非 交 换 Ts 群 => 
J 


=> x? +izr-— j= 0 Zf. Bi? +47 为 平方 剩余 从 而 不 妨 设 la, d] = doP 
ak [a,d] = bi?. (车 [a, d] AW? BFA at b 代替 a,b, 即 得 出 [a,d] = dPbP, 其 
P (l p)= 1.) 

当 ja, d] = d?b? 时 , G 为 Ta Rlta HK p 平方 非 剩 余 . 此 时 的 出 群 
H3. 

4 [a d] = b” 时 , GH Ts BRS 7 WE p 平方 非 剩 余 . 此 时 的 出 群 Ha. 

查看 p’ BY Ao 群 表 可 知 定理 中 Hi, H2, H3, Ha Ap” BY Ao 群 表 中 互 不 同 
构 的 群 . 

要 证 明 G 为 74 群 , 由 定理 5.1.1(7) 可 知 , 只 需 证 明 Hi, H2, Ha, Ha 为 Ta 
群 即 可 . 又 由 Ao 群 定义 可 知 Ai, Ho, H3, Ha H Ta 群 . 口 


= 0 无 解 


85.2 “小结 
本 节 将 上 闻 的 主要 结果 重 述 并 挑 出 其 中 的 亚 Hamilton 群 . 


定理 5.2.1. KRG ARMY Ty 群 , 着 G AFRIT M3ip, NGS 
M3,1,p x be. 
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定理 5.2.2. KRG 为 非 交换 的 了 4 群 , 且 @ 的 所 有 的 非 交 换 二 元 生成 子 群 
均 同 构 于 Naip. N GSH xC}. AP H =K x (a) & K = (bi) x (ba) x 
++ X (bp) X (c1) x (c2) x +++ X (ck) X C2 被 (a) 的 循环 扩张 , 满足 a” =l, E 
b = bierg =, MESH lick mz. 


定理 5.2.3. 设 G 为 非 交换 的 Tr H, 且 G 的 所 有 的 非 交换 二 元 生成 子 
群 均 同 构 于 Moony, HP p> 2. WMG2HAHxCy. FP H= Kx (b) 是 
K = (a1) x (a2) x ... (ax) = Ch 被 p? Br Bt (b) AMARA HK, 满足 a? = ait? 
对 任意 的 1 Sik AÈ. 


定理 5.2.4. G 为 非 交 换 的 Ta 群 , HG 的 所 有 的 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 
均 同 构 于 M222, 则 G 为 以 下 群 之 一 : 

(1) H x C3. HY H =K x (b) & K = (a1) x (az) x... (ax) S CER 
(b) 的 循环 扩张 , HX =l 且 a 二 aj! 对 任意 的 1 <i<k RS; 

(2) H x Cr. 其 中 H = (a1, a2,b | at = as = 1. = aj, [a1, a2] 
L: laı, 5] = aż, laz, b] = ai); 

(3) Hx Cy. AP A = (aj,02,bd | of = of = 1,07 = af, a? 
a3, (a1, a2] = 1, [a1,b] = a3, [a2,b] = aî, (ai, d] = a?, [a2, d] = ata 
[b, d] = 1). 


2 
2) 


定理 5.2.5. 设 G 为 非 交换 的 Ta 群 , 且 G 的 非 交换 的 二 元 生成 子 群 既 有 
同 构 于 N21,p 的 , 也 有 同 构 于 Mao, H.W GS Lx, AP LART pA 
的 Ap 群 之 一 : 
(1) (a,b) + Cp2, 其 中 (a,b) = Norp. PP G = (a, b,d | a” = BP =a” 
i lot = lda] = [dd] = Ls 


(2) (a,b) x Cp, HP (a,b) ® Maap H p> 2. p G = (a,b,d| a” 
bP = d = 1, [a,b] =a”, [d,a] = b”, |d, b] = 1); 

(3) (a,b,d | aP = bP” = d” = 1, [a,b] = d”, [d,a] = b™?, [d,b] = 1), 
p>2 Hy &€—-PRRHR p 的 平方 非 剩 余 ; 
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(4) (a,b,d | a? = b? = d” = 1, [a,b] = d”, [d,a] = bPa”, [d, b] = 1), # 
p 为 奇数 , 则 4j =1-— pt, 1< p< EF, p 是 模 p 的 简化 剩余 条 
的 一 个 原 根 ; H p= 2, N j=l. 


定理 5.2.6. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p #, |G'| > pP. $ GRA Th #, 
则 G 只 可 能 是 定理 5.2.4 中 的 (2), (3) 型 群 或 者 定理 5.2.5 中 的 (2), (3), (4) 型 
群 . 


证 明 ”首先 , AG 是 定理 5.2.1 中 的 群 或 者 定理 5.2.5 中 的 (1) 型 群 ， 则 
|G | = p, 不 符合 题 设 条 件 . 我 们 只 需要 证 明 其 它 的 |C) > p 的 群 都 不 是 有 限 亚 
Hamilton p #. 

若 定理 5.2.2 中 的 群 |G"| > p’, WE k > 2. AW (bi, a) 既 不 交换 也 不 正规 ， 
所 以 G 不 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 

若 定理 5.2.4 中 的 群 |G'| > p°, WE k > 2. AX (a1, b) 既 不 交换 也 不 正规 ， 
所 以 G 也 不 是 有 限 亚 Hamilton p #. 口 
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我 们 知道 , 单 群 即 没有 非 平凡 的 正规 子 群 的 群 . 与 之 相对 应 的 概念 是 Dedikind 
群 , 即 所 有 子 群 都 正规 的 群 . 对 于 Dedikind 群 的 研究 始 于 十 九 世 纪 末 . 1897 年 ， 
R. Dedekind 对 于 有 限 Dedikind 群 进行 了 分 类 , 见 [21]. 随后 , 1933 Æ, R. Baer 
分 类 了 无 限 Dedikind 群 , 见 [15]. 众所周知 , Hamilton 群 就 是 非 交换 的 Dedikind 
群 . 即 每 个 子 群 均 正 规 的 非 交 换 群 . 下 面 的 定理 给 出 了 有 限 Hamilton 群 的 结构 : 


定理 6.0.7. 设 Qs 是 四 元 数 群 , 4 是 奇 阶 交换 群 , 昌 是 初等 交换 2 群 . 则 
Qs x Ax B & Hamilton 群 . 反 过 来 , 每 个 有 限 Hamilton 群 都 有 上 述 之 形状 . 


定义 6.0.8. 设 G Lik RMB, H G A 亚 Hamilton 群 , 如果 G 的 每 个 非 
交换 子 群 都 正规 . 


亚 Hamilton 群 是 Hamilton 群 的 一 个 很 目 然 的 推广 , 二 十 世纪 六 、 七 十 年 代 ， 
V. T. Nagrebeckii[46, 47, 48] 以 及 G. M. Romalis 和 N. F. Sesekin[55, 56, 57] 
对 于 亚 Hamilton 群 已 经 做 了 大 量 的 工作 . H+ G. M. Romalis 和 N. F. Sesekin 
主要 考虑 的 是 无 限 亚 Hamilton 群 的 一 些 性 质 . 而 V. T. Nagrebeckii 则 主要 考 
虑 有 限 亚 Hamilton 群 . V. T. Nagrebeckii 在 [47] 中 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 6.0.9. 设 G LAIRIERRS, N G 是 亚 Hamilton 群 当 且 仅 当 G = 
SZ(G), 其 中 S 是 下 列 群 之 一 : 

(1)S=PxQ, KAP PAMFERK pH, Q 循环 并 且 (p,|Q|) =1; 

(2) S=PxQ, HP PSQ: £Q AFM MAF ; 

(3) S=PxQ, 其 中 |Pl=p*,p>5, Q MAHL (p, |Q) =1. 


根据 这 个 定理 , 我 们 考虑 亚 Hamilton 群 , NR ERRARE. VIERA 
He ig Sylow 子 群 的 直 积 , 因此 其 实 只 需 考 虑 亚 Hamilton p 群 . 而 它们 的 
2a FPA ie HSE ES HY TAL ZR. 

二 十 世纪 八 十 年 代 , N.F. Kuzennyi 和 N. N. Semko 一 些 特 殊 的 亚 Hamilton 
p 群 进行 了 分 类 . 但 是 , 他 们 主要 关注 的 是 无 限 群 的 情形 . 另外 , 他 们 的 文章 不 易 
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找到 . 从 目前 我 们 找到 文献 [44] 和 [45] 来 看 , 他 们 没有 解决 同 构 问 题 , 有 些 群 的 
结果 甚至 只 能 看 作 群 G 为 亚 Hamilton p 群 的 必要 条 件 . 

值得 提出 的 是 , 国内 的 学 者 也 研究 过 有 限 亚 Hamilton p 群 . Ath. Rita 
在 [2] 中 证 明了 对 于 p 了 2、5, ARIE Hamilton p 群 的 医 零 类 至 多 为 4. 但 他 们 
没有 找到 大 零 类 为 4 的 亚 Hamilton p 群 的 例子 . 在 本 书 中 我 们 进一步 证 明了 亚 
Hamilton p 群 的 医 零 类 不 超过 3, 从 而 我 们 知道 亚 Hamilton p 群 一 定 是 亚 交 换 
p HF. 

本 章 我 们 给 出 了 有 限 亚 Hamilton p 群 的 一 些 基 本 性 质 . 在 下 一 章 完 成 了 有 
限 亚 Hamilton p 群 的 完全 分 类 , 并 彻底 解决 了 同 构 问 题 , 从 而 最 终 解决 了 有 限 
亚 Hamilton 群 的 分 类 问题 . 


86.1 APRE Hamilton p 群 的 基本 性 质 


定理 6.1.1. 设 G AIRG p 群 , 则 G LL Hamilton 群 当 且 仅 当 它 的 每 
个 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 都 正规 . 


定理 6.1.2. IRE Hamilton p 群 G 的 笑 堆 类 至 多 为 3. 特别 地 G AL 
交换 群 . 


定理 6.1.3. 设 G 是 有 限 卫 群 , 则 G 有 是 亚 Hamilton 群 当 且 仅 当 G 的 导 群 
包含 在 它 的 每 个 非 交 换 子 群 之 中 . 


上 面 的 定理 是 有 限 亚 Hamilton p 群 的 基本 性 质 , 也 是 本 节 的 主要 绪论， 我 
们 首先 做 一 些 简单 的 准备 , 然后 再 给 出 定理 的 证 明 ， 


引 理 6.1.4. 4 G 是 有 限 亚 Hamilton 群 , 则 G 的 每 个 截断 都 是 亚 Hamilton 
群 . 


证 明 ”直接 验证 即 可 . 口 


引 理 6.1.5. 设 G ZAIRAE RAR p, 则 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 数 有 是 1 或 
1 +p. 
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证 明 设 G 有 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 A 和 A, 则 A NA 为 G 的 指 
BA p” 的 子 群 , IFA A NA < Z(G). 因为 G 非 交换 , 所 以 Z(G) = A N A2. 
因为 G 的 每 个 交换 极 大 子 群 都 包含 Z(G), 所 以 其 个 数 与 G/2Z(G) 的 p 阶 子 群 
的 个 数 相同 , 为 1 十 p 个 . 口 


引 理 6.1.6. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p #, x € G. 则 c HEIHE (x)? 
是 交换 群 或 者 内 交换 群 . 


证 明 # (z)2 不 交换 , 则 存在 g e G 使 得 [z,z?] #1. HEX, K := 
(c,29) IG. 于 是 KK = (2)°. Sy = z9. 因为 (zzy) 是 K 的 真子 群 , 若 
(x, 2”) A 1, WAKA (z,zy) = (z)” = K, FA. 因此, 我 们 有 [z,zy] = 1. 由 此 得 
[x,y,z] = 1. 交换 x Aly 的 位 置 , 又 可 得 [z,y,y] = 1. FE (K) =2. 

再 考虑 K 的 真子 群 (z,y2)， 同样 的 道理 可 得 [zx,y?] = 1. A c(K) = 2, 有 
[x,y]? = 1. 这 推出 天 = ([2,y]) 是 p 阶 群 . 由 定理 2.1.4 得 KK 内 交换 . 口 


下 面 我 们 给 出 本 节 主 要 结论 的 证 明 . 

定理 6.1.1 的 证 明 : 必要 性 显然 . 我 们 只 需 证 明 充分 性 : 

用 反 证 法 , 假设 G 不 是 亚 Hamilton 群 , W G 中 存在 不 正规 的 非 交 换 子 群 ， 
设 互 是 阶 最 小 的 一 个 G 的 不 正规 的 非 交 换 子 群 . 由 题 设 HW 不 是 二 元 生成 的 , 从 
而 H BR 1+ p+p? 个 极 大 子 群 . 再 由 引 理 6.1.5 可 知 , H 至 少 有 两 个 非 交 
换 的 极 大 子 群 Ni 和 No. OA 的 极 小 性 , Ni 和 No 都 是 G 的 正规 子 群 . 从 而 
H = Ni N: 也 是 G 的 正规 子 群 , 矛盾 . 口 


定理 6.1.2 的 证 明 : 由 引 理 6.1.6, 任何 元 素 z 的 正规 闭 包 K = (19) HAE 
换 , 则 内 交换 . 在 天 内 交换 的 情况 下 , K 作为 天 的 特征 子 群 , 是 G 的 阶 为 p 的 
ERTE. 于 是 人 < Z(G). 这 样 , G/2Z(G) 中 任何 元 素 之 正规 闭 包 均 交换 ， 从 
而 G/Z(G) 满足 2-Engel 条 件 . 由 定理 1.2.2, 只 要 p 关 3, 就 有 c(G) < 3; 而 若 
p= 3, 有 c(G) < 4. 

现在 假定 = 3, 我 们 也 来 证 明 c(G) 和 3. 设 G 是 极 小 阶 反例 , 则 由 引 理 
6.1.4 可 知 c(G) = 4, |Ga| = p, 并 且 G 的 每 个 真子 群 和 真 商 群 的 医 零 类 至 多 
为 3. 于 是 可 设 Gs = ([a, b,c, d]), a,b,c,d E G. 还 不 妨 设 a,b,c,d ¢ O(G). id 
x = [a,b,c], W N = (z,d) 为 内 交换 群 . 从 而 NIG, 并 由 定理 条 件 , 包含 N 的 
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FATE G 中 正规 . 这 得 到 G/N X Dedekind 群 . AA p= 3, G/N 交换 . 又 
H d g ®(G) AIG’ < NN ®&(G) < N, 从 而 G’ 交换 . FH IIc, d], [a,b] = 1. X 
H [a,b] E N Al de N,  [d, [a,b] E N’ < Z(G), 从 而 [d, [a,b], c) = 1. 最 后 应 
用 命题 1.1.2(4) 可 得 [[a, b], c,d] = 1, 矛盾 . 口 


定理 6.1.3 的 证 明 : 充分 性 显然 , 下 面 证 明 必 要 性 . 

设 G 是 极 小 阶 的 反例 . W G 中 存在 内 交换 的 子 群 N = (a,b) 使 得 G x 
N. 由 于 G AW Hamilton F, G 的 包含 N 的 子 群 全 都 正规 ， 从 而 G/N 为 
Hamilton 群 . 由 G 的 极 小 性 , G/N = Qs. & G/N = (zN,yN), H = (z,y). 
W G = HN, H/(HNN) Qs,z:=[z,y g N, HNN < BE(H)HE HAN = 
(xt, r°y, r’ |z, y)". AR z € (z). 由 引 理 6.1.6 可 知 ，(z,z) 交换 或 内 交 
K, 从 而 一 定 有 [2,2]? = [2,1] = 1. AA [z,y*] = [zy]? = 1. 这 首先 说 明 
exp(H3) < 2， 又 因为 (H) = (x°,y°, H’), 以 及 五" 交换 (定理 6.1.2), 可 得 
[下 ( 互 ),z] = 1. 特别 地 , (HON, z] = 1. 下 面 我 们 分 五 种 情形 推出 矛盾 : 

GJHAN=N: 

此 时 [N, z] = 1. Be M = (za, b), 则 由 定理 2.1.4 可 知 M 为 内 交换 群 , 从 
而 G/M 也 是 Hamilton 群 . 由 于 z g M, G/M 非 交 换 . 再 由 G 的 极 小 性 可 知 
H/M = G/M = Qs. 所 以 又 有 M = (z, ry, rlr, y)" =N = (a,b), FA. 

(2) HNN<N HHNN ¢ O(N): 

此 时 , HON BE N 的 一 个 生成 元 . 不 妨 设 N 的 生成 元 a € HONN,b¢ HN 
N. W [z,a] = 1. 因为 HON 交换 , 所 以 [zy r x,y] = 1, 进而 [x?, y7] = 1. 
通过 计算 , [ry] = ey? = eyt = t. E a? l, WA (2°) = UH’) 4 
G 的 极 小 正规 子 群 . 所 以 总 有 2? € Z(G). 特别 地 , [z, b]? = [z2°,b] = 1. 

(i) Æ [z.b] # [a,b]. & M = (za, b), 由 定理 2.1.4 可 知 M 为 内 交换 群 , 从 
而 G/M 也 是 Hamilton #. 由 于 z ¢ M, G/M 非 交 换 . 再 由 G 的 极 小 性 可 知 
G/M = HM ~H/(HOM) S Qs. 所 以 又 有 HNM = (zt, ry, r [z y)" = 
HAN, Aiace HNN= HNM < M. 进一步 有 z= (zaja € M, FH. 

(ii) # [z,b] = [a,b]. W L := (z, NN AG HWS b HETE 4 KH 
N 的 包含 工 的 极 大 子 群 , HK AG, 则 G/K 一 定 是 二 元 生成 的 2 阶 群 , HEA 
商 群 与 Qs 同 构 . 由 2 阶 群 的 分 类 可 知 , G/K = (ZK;yK) := (2,9) = M2(2,2). 
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其 定义 关系 为 : 


z= =1, [2,9] = 2’ 


易 知 ，(y) 和 (zy) HA G/K 的 不 正规 的 子 群 , 所以, 它们 的 完全 反 像 也 是 G 
的 不 正规 的 子 群 ， 从 而 是 交换 群 . 由 此 我 们 有 ly, K] = 1, [zy,K] = 1, 进而 
[H, K] = 1. 3X5 [z,b] = [a,b] 41 FJA. 

(3) HNN < (N): 

此 时 , 首先 我 们 断言 HON A1: #0, WG=HxN. AA N G/H 一 
定 是 Hamilton 群 , 所 以 N = Qs. 此 时 (xa, yb) = Qs Æ G 中 不 正规 , FA. 

我 们 还 可 以 进一步 断言 N' < HON: 47, 则 G/(HON) 也 是 反例 , 与 G 
的 极 小 性 矛盾 . 

4G=G/(HNN), H = H/(HON) = (2,9), N = N/(HNN) = (a) x (b), 
WG=HxN, AN 中 必 有 阶 不 小 于 4 的 元 素 , AHR o(a) > 4. RK = 
(za) x (b), W K 在 G 中 不 正规 , 所 以 它 的 完全 反 像 在 G 中 也 都 不 正规 , 从 而 是 
交换 群 . 这 意味 着 (xa, b] = 1( 即 [x,b] = [a,b)). Feo HA y wk Ty JA, 同 理 可 得 
ly, b] = [a,b] 和 [xy, b] = [a,b], 而 这 是 不 可 能 的 . 

(4) HNN = 8(N)= NN: 

eet, |N| = 2°, |H| = 2*, |G| = 2°, H G/N’ = B/N’ x (aN’) x ON'N: 
因为 (aN') 和 (bN’) 在 G/N’ 中 正规 ， 所 以 它们 的 完全 反 像 4 := (a, N’) 和 
B := (b, N') 在 G 中 也 正规 ， 注意 到 4 和 B 均 为 4 阶 群 , 由 NC 定理 可 知 ， 
Cc(A) 和 Ce(lB) HA G 的 极 大 子 群 . 4 K = Ce(A)NCa(B), W |K| > 2*. A 
为 KNN = Z(N) = N', FW |KN| = (KIIN|)/IKNN| > 2°, Mitt G = K*N. 
因为 KN/N = K/KON = Qs, REK H =K. 由 2” 阶 群 的 分 类 可 知 ， 
H = (x,y) = M2(2,2). 其 定义 关系 为 : 


tt = y* =1,[2,y] = 2° 
AN = HAN = (ry). wa A N 中 的 4 阶 元 , Wa? = zy 计算 可 知 
|£, ay] = x”, (ay)? = x°. 从 而 子 群 (x, ay) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

(5) HNN =6(N) £ N’ 

S K AHAN DRAFTER, AH G 中 正规 . 我 们 首先 断言 N < K: BF, 
则 G/K 也 是 反例 , 与 G 的 极 小 性 矛盾 , 所 以 断言 成 立 . 从 而 N/K 为 交换 群 . 设 
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G=G/K, H = H/K = (N= N/K = (a) x b): H# o(a) = 4. 2° it 
群 的 分 类 可 知 , H/K = M2(2,2). 其 定义 关系 为 : 


z = 9° =1,(2,9|) = 


H a? = #7”, ®(N)/K = (HA N)/K = (7A. 我 们 有 ag Z(G) (FR, 则 
(e, ay) 在 G 中 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 ). RAGE [0,2] + 1A, H ag Z(G) 
可 得 [ag] = 279°, 从 而 (az, y) 在 G 中 既 不 交换 也 不 正规 ,矛盾 )， 所 以 必 有 
(a,z] = 2°97. 将 上 面 的 五 换 为 友 考虑 , LEAT [ab, x] = 2°97, 从 而 fb, z] = 1. 
我 们 又 有 [by] = 1( 若 否 , 则 [6,9] = 2797. 计算 可 知 (z,by) 在 G 中 既 不 交换 也 
不 正规 , APE). 

现在 , ABB (2,0) 和 (az,b) 在 G 中 均 不 正规 , 所 以 它们 的 完全 反 像 在 
G 中 也 不 正规 , 从 而 交换 . 所 以 我 们 有 (2, b] = 1 WR fax, b] = 1, X5 [a,b] #1 
矛盾 . a 


86.2 ARE Hamilton p 群 的 性 质 


定理 6.2.1. 设 G 是 导 群 初等 交换 的 有 限 亚 Hamilton p #, 8 c(G) = 3, 
则 G 一 定 有 是 A: 群 . 


上 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结论 . 我 们 先 证 明了 两 个 引 理 : 


5| 6.2.2. 设 G 是 导 群 初等 交换 的 有 限 亚 Hamilton p 群 . HG 不 是 Az 
群 , 则 G 的 A2 子 群 都 是 类 2 的 . 


证 明 ”假设 结论 不 成 立 , 则 G 中 存在 导 群 初等 交换 的 类 3 的 Ao FR OK. 
由 推论 4.6.2 可 知 , p 为 奇 素数 且 K 只 能 是 以 下 几 种 群 之 一 -: 
(1) p* 阶 的 极 大 类 p 群 : 
(i) (a,b,c,d | a? = P = œ = d? = 1, [c,d] = b, [b, d] = a, [a, b] = 
[a, c] = [a, d] = bb,d = 1); 
(ii) (a,b,c | a” =P =le = a? (a,b) = af, [a,c = b a = 
1), 其 中 a = 0,1 或 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 (三 种 互 不 同 构 的 
群 ); 
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Gi) p= 3, (abe) e =F =o = 1, [e,0)=1, faq =3,e, "| = 
a", 
(2) 二 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 Ao HF (n > 5): 
(i) (六 alya2yaa | PP" = a, = a, = d = 1, [ai,b| = aa; las; b] = 
a3, lai, aj] = 1, [a3, b] = 1}, 其 中 l < 1, J < 3; 


(ii) (b,a1,a2 | pp" = ay = äh = 1, lard] = öz Gad = pe" 
[a1,a2| = 1, [bP aa] = [5P” > an] = i 

(iii) (b,a1,a2 | P"? = a? = a = 1, [a,b] = az, [a2,b] = a”, 
[a1, a2] = 1, [af, b] = [a7 a2] = 1), 其 中 v= 1 或 者 v 是 一 个 固 
定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 


(3) 无 交换 极 大 子 群 的 A H (p > 5): 
(i) (a,b | oz = b?” =c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = b”, [c,b] =a”), 其 
P v 是 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 : 
(ii) (a,b | a? = bP = cP = 1, [a,b] = ¢,[c,a] = a ?b-"?, je, b] = 
a ?7), Seep 4l = gt — 1 HF r=1,2,...,4(p—1), g BR p 
的 最 小 原 根 ; 
(4) 无 交换 极 大 子 群 的 Ao BE (p = 3): 
(i) {a,6 | a? = 8? =e" = 1, [a, 8) =<, |e, a] = "d= 
Gi) la b |eP=P 25 1a =cfee =i", leb=a. 


我 们 设 H 是 G 的 一 个 以 K 为 极 大 子 群 的 子 群 , 然后 分 情况 推出 矛盾 . 

情形 1: 天 为 上 面 所 列 的 (2) 型 群 . 

易 知 K/Z(K) 为 p” 阶 的 非 亚 循环 的 内 交换 群 ， 则 H/Z(K) 为 非 亚 循环 
的 pt BR. 4 d(H/Z(K)) = 2, 由 p* 阶 群 的 分 类 可 知 五 /Z(K) 是 极 大 类 
AY. 从 而 K'Z(K)/Z(K) = H3Z(K)/Z(K). 这 说 明 [a,b] © H3Z(K), 从 而 
[a1,b,b] € Ha. FF [ai,b,b] 4 1, Ha 关 1, 从 而 c(H) > 4. 这 与 定理 6.1.2 
矛盾 ; 4 d(H/Z(K)) = 3, 由 p” 阶 群 的 分 类 可 知 存 在 d © H 使 得 H/Z(K) = 
K/Z(K) x (dZ(K)) 或 者 H/Z(K) = K/Z(K) * (dZ(K)). Rk € K, 由 命 
题 1.1.3 计算 可 得 [d?,k] = [d,k]?. 因为 exp(G") = p, 所 以 对 于 KE K 有 
[d?,k] = 1. 从 而 d € Z(K), RA H/Z(K) = K/Z(K) x (dZ(K)). WRT 
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A d € Z(K), [K,d] € Z(K). 由 于 az = [a,b] ¢ (ai,d), 由 定理 6.1.3 可 知 
lai, d] = 1. 同 理 可 知 [b, d] = 1, 从 而 d € Z(H). 此 时 (aod, b) 既 不 交换 也 不 正 
规 , F. 

情形 2: K 为 上 面 所 列 的 (1) 型 群 . 

这 种 情况 与 情形 1 是 类 似 的 . 事实 上 , 只 要 在 (2) 型 群 中 让 n = 4, 就 会 得 到 
(1) 中 的 (i), (ii) 型 群 . 

情形 3: K 为 上 面 所 列 的 (3) 型 群 或 (4) 型 群 . 

由 定理 6.1.3, H’ < (c,a)N (c,b) = (c,a?,bP), 从 而 H’ = K’, Hs = K3 = 
(a?, bP). 因为 /Ks ASE p BAY p* BRR. h p 阶 群 的 分 类 易 知 存在 de H\K 
使 得 [a, d] = [b, d] = 1(mod K3). 由 于 exp(H') = p, 利用 命题 1.1.3 计算 可 得 ， 
[a,d?] = [a,dj? = 1 H lb,d?] = [b,dP = 1. 从 而 dP € Z(K) = K3. 因为 
c ¢ (a,d), 由 定理 6.1.3 可 知 [a,d] = 1. 同 理 可 知 [ac,d] = 1. 此 时 子 群 (a, cd) 
既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . o 


引 理 6.2.3. t G 是 导 群 初等 交换 的 有 限 亚 Hamilton p 群 . # G 的 Az 
子 群 都 是 类 2 的 , 则 G HRRKLA 2. 


VER KG 为 极 小 阶 反例 . MI c(G) = 3. 

首先 我 们 证 明 G 不 满足 2-engle 条 件 . BA, 则 由 定理 1.2.2 可 知 G 是 3- 
群 . 此 时 , 存在 x,y,z E G, 使 得 [z,yz] #1. AT G 为 极 小 阶 反例 , 我 们 有 
G = (z,y,z), H [z,y,2]* = [z*,y,z] = 1. 由 [z,yz,yz] = 1 WG, [z,y,2] = 
zey. RARA (x,y, 2] = fy, za] = fe, 2, yl]. & [ey] = [y, 2] =a, [z, 2] = 
b, [x, y, z] = [y, 2,2] = [z, 2, y] = d, Wl G’ = (a,b,c,d). AW byl = d £1, Ff 
VA (b,y) 不 交换 , 从 而 (b,y) IG. 所 以 我 们 有 c= [x,y] E (b,y). 注意 到 [c, b] = 
[c,y] = 1, 我 们 可 设 c= y*d”. 从 而 d= [c, z] = [y*d”, z] = [y*, z] = 1, FA. 

由 于 G 不 满足 2-engle 条 件 , 存在 [ey y] #1. 由 G 为 极 小 阶 反例 可 知 
G = (0) B 区 和 二 = 人 二 
G3 = (b,a), Œ = (c, Gs). 若 [czl E (b), 经 过 替换 我 们 可 不 妨 设 [c,z] =a=1. 
所 以 我 们 总 有 (a) m (b) = 1. 

G 有 ?+ 1 个 极 大 子 群 , 分 别 是 M = (zy, O(G)) 和 天 = (x, O(G)), 其 中 
i=0,1,...,p, ®(G) = (1P, y”,c,a, b). FA (G) 是 交换 群 . 
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因为 [z,zriy] = [x,y = c, [cz = ab £1, 所 以 N = (czy) 是 zy 在 
G 中 的 正规 闭 包 , 并 且 N 是 内 交换 群 . 由 定理 6.1.3, G' <N. 由 于 [ex?,2*y] = 
baitiCp Æ 1, (cz?, ziy) 也 是 内 交换 群 , 从 而 (cx, ziy) = N, 这 使 得 ze N. 由 
于 (xy)? = xy? (mod G’), z’?y? e N, 进而 yP € N. 这 说 明 更 (G) <N, 从 
而 M =N 是 内 交换 群 . 

若 [c,z] =a #1, RNA L= (cz). 此 时 工 是 z EG 中 的 正规 闭 包 , 并且 
L 是 内 交换 群 . 由 定理 6.1.3, G< L. 由 于 [cy’, 2] =4 1, (cy, x) 也 是 内 交换 
BE, 从 而 (cy ,z) = L, 这 使 得 yP E L. 这 说 明 B(G) < L, 从 而 K = 工 是 内 交换 
iF. 

若 [c,zj=a=1 且 p 为 奇 素数 , W [z,y?] = 1, 从 而 (O(G), xz] = 1. 此 时 天 
为 交换 群 

e ez == 1 H p= 2, N [zy] =b 1. WHA L= (z,y aG, 并 且 
为 交换 群 . 由 定理 6.1.3, G < L. 此 时 , K = L 为 交换 群 . 

由 上 可 知 , G 的 极 大 子 群 都 是 交换 群 或 交换 群 , 从 而 G 是 类 3 的 Ao 群 ， 


这 与 G 的 Ao 子 群 都 类 2 HAR. 0 
定理 6.2.1 的 证 明 : 
£ G 不 是 Ao BE, 则 由 引 理 6.2.2 可 知 G 的 Ao 子 群 都 是 类 2 的 . 再 由 引 理 
6.2.3 可 知 c(G) = 2, 矛盾 . 口 


最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 简单 的 推论 . 


推论 6.2.4. 设 G 为 导 群 初等 交换 的 有 限 亚 Hamilton p #, 且 c(G) = 3, 
则 d(G)=2 hp 为 奇 素数 . 


证 明 由 定理 6.2.1, G 为 Ao 群 . 再 由 推论 4.6.3 可 得 最 终 的 结论 . O 
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Ste APR Hamilton p 群 的 完全 分 类 


在 本 章 , 我 们 将 完全 分 类 有 限 亚 Hamilton p 群 . 首先 , 我 们 将 有 限 亚 Hamil- 
ton p 群 按 照 导 群 是 否 初等 交换 分 为 两 类 . 导 群 初等 交换 的 时 候 , 由 定理 6.2.1, 
我 们 只 需要 解决 医 零 类 为 2 的 情形 . 因为 导 群 为 p 阶 的 群 一 定 是 亚 Hamilton p 
E (分 类 见 文献 [20]), 我 们 只 需要 解决 导 群 的 阶 大 于 p 的 情形 . 


87.1 导 群 初等 交换 的 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


下 面 是 本 节 的 主要 定理 : 


定理 7.1.1. 设 G 是 有 限 p 群 , c(G)=2 8 G AMAT p 的 初等 交换 群 ， 
则 G E Hamilton 群 当 且 仅 当 G 是 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
类 型 (I): Œ 为 p 阶 初 等 交换 群 . G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 


(1) G = K X A. 其 中 K = (a1, a2, a3 | ap = eo - "aii m 
1, láz, a2] =a?” , [al， a3] = a2”? ,[a2,a3] = 1), mı > m2 =m3 + 1, 

A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
(2) G=KxA. 其 中 K = (a1,a2,43 | a a K ii E gen = 


l, [a1,a2] = a3 ` ,[a1,a3] = af?" ”,(a2,a3] = 1), 其 中 p AFK 
数 , 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ,，7ml > m = m3 十 1 或 者 
mi >m2= m3, A RAX exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


(3) G= K x A: 其 中 K = (ai, 02,43 | ak = ap aes = 
1, fai âa] = aa fay, a3] = ake” ‘ga? ,(a2,a3] = 1), HP m 之 
m2 = m3, # p 为 奇 素数 , 则 1 十 4k LR p 的 平方 非 剩 余 ; # p= 2, 
则 大 三 1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 

(4) G=KxA. ZF K = (ai, a2, a | a = ap?” = ap 
1, {a1,a2] = az ',[a1,a3] = a? , {a2,a3] = 1), 其 中 m > m > 
ma. A 是 满足 exp(A) < p? 的 交换 群 ; 

(5) G=K*xA. FP K = (ay, a2, n | apt = ae” = ae = 

1, [a1, a2] = a2” , [a1 a3] = a?’ ,[a2,a3] = 1), # P mi > m = 


m3 +1. 4 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 
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(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 
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1 十 1 mg+1 


G = K Xx A, 其 中 K = (ai,a2,a3 | a?” = d5 = a$ 
1, [a1, a2] = 1, [a1, a3] = a2”, [a2,a3] = a? ), KP mi—1 =m 
m3. A 是 满足 expl A) < p™? 的 交换 群 ; 
G = K x A. 其 中 K = (a1, 42,43 | oa = Yi = ah 
1, (a1,@2] = 1, [a1,a3] = a}, [a2,a3]) = af?”), 其 中 p AFE 
数 , v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ,m1 一 1 = m2 > m 或 者 
mı = m2 > m3, A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
G = K x A. 其 中 K = (ai,a2,a3 | = ii = ae = ap? = 
1, {a1,a2] = 1, [a1,a3] = ae” [a2,a3] = = akP™ as wees 其 中 mi 
mz > m3, 若 p 为 奇 素数 , 则 1 十 4k 是 模 p 的 平方 非 剩余 ; = p= 2， 
Rl kK=1. 4 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
G=KxA. 其 中 K= (a1,a2,b | ai = a2 = 1,b? = aj, [ai, a2] 
1, [a1, b] = aż, [a2, b] = aj), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 ; 
G=Kx A. $Ý K = (rnani d | al = oh = 1,F = af, = 
a3, (a1, a2] = 1, [a1,b] = aż, (a2, b] = az, [a1,d] = aj, [a2, d] = ajas, 


[b,d] = 1), A RHA exp(A) < 2 的 交换 群 . 


W 


m3 


Il 


ŽA (II): G 为 p 阶 初等 交换 群 . G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型: 


(1a) 


(1b) 


(2) 


(3) 


my+1 772 十 1 m3+1 
gG = (ai, a2, a3 | a = an = ak = ft. [al ， a2| 


ap” .[a1,a3] = a4?” ,[az,a3] = a? '), RP p HFK, v 是 一 
个 固定 的 模 p HFA IEMA, mi =m: = m +1; 


my 十 mg+1 


m2 二 1 


G = (ala2,aa | af = ok = ay = 1. Pis a2] = 
ae”, [a,a3] = a? a?” ,[a2,a3] = a? ), 其 中 m = m = 


mgt+tl. # p= 2, Ml = 1; # p > 2, wl 4l = gt - 1, 
r=1,2,...,5(p—1),9 RR p HRT RE; 


G = (a1,a2,a3 | " = er = ae = 1, lai = 
as” ,[a1,a3] = a3?” ,[az,a3] = at), HP p AFHKK, v 
个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , mi = m2+1=m3+4+1; 

G = (a1,a2,a3 | a = "ii = ae" = l fng] = 
aa “,[ai,as] = akp as”, [a2, a3] = oy, 其 中 m = m+ 


1 二 ms 十 1, # p 为 奇 素数 , W14+4k 2K p HF 7 IEMA; F p = 2, 


型 ， 


(4) G 
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A k = 
= (a1, 42,03 | aj = a3 = a3 = 1,[a1,@2] = a3, [a1, a3] = 


a3a3, [a2, a3] = ajaz). 


本 节 的 思路 是 : 由 定理 7.1.2 和 定理 7.1.5 完成 定理 7.1.1 的 充分 性 的 证 明 ; 
由 定理 7.1.4 和 定理 7.1.7 完成 定理 7.1.1 的 必要 性 的 证 明 ; 


定理 7.1.2. 下 面 的 群 都 是 有 限 亚 Hamilton p #, c(G) =2, G! 为 p? 阶 初 
等 交换 pH. 不 同类 型 是 互 不 同 构 的 ,同一 类 型 对 于 不 同 的 参数 (mi, m, ma) 
或 者 不 同 的 交换 群 A 也 是 互 不 同 构 的 . 为 了 研究 方便 , 我们 把 它们 分 为 六 种 类 


(Ia) 


(Ib) 


(Ic) 


(II) 


(IIT) 


(IVa) 


mg+1 


G=KxA. # Ë? K = (a1,a2,a3 | a” = d = ah = 
1, [a1; a2] = a2”, [a1, a3] = a2 “, [az,as] = 1), mı > m2 = m3 + 1, 
A 是 满足 expl A) < p”™ 的 交换 群 ; 

G=KxA. EF K = (a1,42,a3 | ae = de 二 a 一 
1, {a1,a2] = a5” ,[a1,a3] = a3?" *,[a2,a3] = 1)， 其 中 p AFH 
Kv 有 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ,， mi > m = m3 十 1 或 者 
mi > m = m3, A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 

G=KxA. 其 中 K = (a1, 02,43 | a = eo = apne Es 
l,[ai,a2] = a?” ,[a1, a3] = ake”? =P"? (a2,a3] = 1), 其 中 mi > 
m2 二 m3, # p HFX, 则 1 十 4k 是 模 的 平方 非 剩余 ; FH p=2, 
A k= 1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


G=KxA. #P K = (a1,02,03 | a = ak” = a” = 
1, {a1,a2] = a?” , [a1,a3] = a2”, [az2,a3] = 1), 其 中 mi > m > 
m3. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ， 

G= K XA. ET K = ‘ons Raya | aa = a8” = ar" = 
1, [a1, a2] = a2”, [a1,a3] = a2, [a2,a3] = 1), 其 中 mi > ma = 
m3 +1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 

G = K x A: -其 中 K = (ai,a2,43 | a = eo = ap = 


1, (a1, a2] = 1, [a1, a3] = a2”, [az,a3] = a?” '), HP mi -1 = m > 


m3. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
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miti moti m4 


(IVb) G= K x A. 其 中 K = (a1, 02, a3 | af = as = = 
1, [a1,a2] = 1, [a1,a3] = a$”*,a2,a3] = af? '), HP p AHR 
数 , 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ,， mi 一 1 = m: > m 或 者 
mı = m2 > m3, A 是 满足 exp(A) < p™? 的 交换 群 ; 
(IVe) G=KxA. HP K = ian, a2,a3 | ae = ap?" =a?’ = 
1, [a1,a2] = 1, [a1, a3] = a2”, [a2,a3] = akP ash?) 其 中 mi = 
m2 > m3, # p 为 奇 素数 , 则 1 十 4k 是 模 p 的 平方 非 剩 余 ; FH p = 2, 
则 大 三 1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
(V) G=K xA. 其 中 K = (ai,a2,b | at = a4 = 1,b = aĵ, [a1, a2] 
1, [a1, b] = a3, [a2, b] = at), A 是 满足 exp(4) < 2 的 交换 群 ; 
(VI) G=KxA. 其 中 K = (ai, a2,6,d | at = ag = 1,6? = a}, g = 
a3, [ai,az] = 1, [a1,6] = a3, [a2, b] = a3, [a1, d] = aî, [a2,d] = ajas, 


|b, d] = 1), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 . 


证 明 ”我 们 首先 证 明定 理 中 的 群 都 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 先 来 看 (V) 型 
BA (VI) 型 群 , 即 定理 5.2.4 中 的 (2) 型 群 和 (3) 型 群 . 由 于 G 的 每 个 二 元 生成 
的 非 交 换 子 群 N 都 与 M2(2,2) 同 构 , RITE [Ui (.N)| = 4. 注意 到 U (G) = G 
亦 为 4 阶 初等 交换 群 , 我 们 有 C = O1(N), 从 而 NIG. 再 由 定理 6.1.1 可 知 G 
为 有 限 亚 Hamilton p 群 . 

下 面 我 们 分 别 证 明 其 它 类 型 的 群 的 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 也 都 正规 ， 从 而 
由 定理 6.1.1 可 知 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 . 对 于 这 些 群 , 我 们 都 有 Z(G) = 
(K) x A, 从 而 G 的 所 有 二 元 生成 的 非 交换 子 群 只 可 能 为 以 下 几 种 : 第 一 种 ， 
N = (aiat, asy), 其 中 x,y € Z(G); 第 二 种 , N = (aia3z,azasy), 其 中 ZE 
Z(G); 第 三 种 , N = (azz,asy), 其 中 xz,y € Z(G). 

(Ia) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 , N = (a1a2z,a3y), HEP T, y € Z(G). 此 时 N' = (a8 “). 计算 可 得 
对 于 zE Z(G) #2” e(a gear Ay ay "2 Pe = fone ia r E EN, 
MAR a?” e N Al 2?"? eN. MBH y™ elg”, ag y HLA y EN, 
Biff ag > = (aay)z y ?™ © N. 这 说 明 G' < N, 从 而 N IG. 

第 二 种 ，N = (aiaz,a2asy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 , N’ = (abr “ag a, 
计算 可 得 对 于 z € Z(G) 有 i = (ai ii ). AA al me pp? = (alia3z)z iai 
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N, 所 以 有 ap? EN fil 2”? EN. 进而 ab? = (azaky)? “WP EN. 这 说 
明 G < N, Am NAG. 

第 三 种 ，N = (azz, asy), 其 中 x,y € Z(G). 对 于 (1) WR, N 是 交换 群 . 

(Ib) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 ，N = (a1a3z,aay), HA x,y € Z(G). 此 时 , N’ = (a8 °). 计算 可 得 
WEzEZ(G) Az’ E (eg 因为 a? a = (ajar) az?” EN, 
所 以 有 a”? © N 和 2?" EN. MBH yy? e (ae a?) < N, 所 以 
y?" EN, ATi ay” = (asy) yy?" EN. 这 说 明 G' < N, Mili NAG. 

第 二 种 ,N = (aia3x,azasy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 , N’ = (a calles ian 
(i) # m > m = m +1, 计算 可 得 对 于 z € Z(G) 有 2” © (a?”?"). 
因为 9 a? = aaa "2 © N, 所 以 有 a? ”EN 和 zr?” eN. 进而 
a, = (azgaky)? gr € N. 这 说 明 G < N, Mii NAG. (ii) # m > 
m2 = m3, 计算 可 得 对 于 z E Z(G) AP"? e (ar). 因为 ap ”> ge 
(aair) 2 EN, 所 以 有 a EN fl 2?"? EN. spice ab ma ptp a” 
(azazy)” y? EN. 这 说明 人 age ag? ae) < N. 由 于 vw 是 一 个 
Kip 的 平方 非 剩 余 , G' = (a9 ,a9“) = (a9 ahh akre"? aR) < N, 从 而 
NAG. 

第 三 种 ，N = (azx,a3y), 其 中 x,y € Z(G). 对 于 (D BH, N 是 交换 群 . 

(Ic) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 ，N = (aair, asy), 其 中 zy € Z(G). 此 时 , N’ = T ws). 


motil 


计算 可 得 对 于 zEZ(G) 有 zz € (a ). 因为 
"aa gh = laiar) < N, 
所 以 有 oP?” e N 和 zr?” © N. 又 因为 J” = 名" ela ™t, 所 以 


y?” EN, Aii a3 * = (aay)? gr EN. 这 说 明 G < N, Ai NAG. 
第 二 种 ，N = (aia3T,Qaa22/)， 其 中 x,y E€ Z(G). 此 时 ， 


/ jkp™2 (1—j)p™3 
N = (a3 å3 


). 
) 因为 


p™2+1 


计算 可 得 对 于 ze Z(G) 有 2?” € (a? 


mn22 十 1 mat m2+1 
a’ gr = (aaz )” EN, 
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所 以 有 a E€ A 和 2?"? © N. 进而 a? “aip ”= (analy)? y 2 EN. 


这 说 明 aip ,aikp “al-7)P“) 和 去 N. REE p=2 Hk =1, ZE 144k 
为 模 p( 奇 素数 ) 的 平方 非 剩余 KF j HARA kj? + j — 1 =0 (mod p) 都 
无 解 . 这 说 明 G' = (a8 a8?) = (ap as?” ajta GP") < N, 从 而 
NaG. 

BEF, N = laz, asy), 其 中 x,y € Z(G). 对 于 (D MH, N 是 交换 群 . 

(I1) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 , N = (aias, a3y), 其 中 z,y € Z(G). 此 时 ，N = (a3 
ae 一 (aliasz)P az?” EN, 所 以 G' <N, Mit NAG. 

第 二 种 ，N = (a1a2z,azasy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ，N' = (a? ! at?™?), 
因为 ap ”= (azasy)?” ”EN, MA G’ <N, iti NAG. 

第 三 种 , N = (azz,asy), HP x,y € Z(G). 对 于 (ID WH, N 也 是 交换 群 . 

(IIT) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 , N = (aair, asy), 其 中 zy € Z(G). 此 时 , N’ = (ap ) 且 对 所 有 
yz € Z(G) 2™ e (a?”). 因为 a?” a = a”? = (ayaiz)?”™” E 
N, PRU ah” “<eN 和 zz eN, Aii ag” = (aay)? yy?” e N. 这 说 明 
G' < N, AM N aG. 

第 二 种 , NN = (aiaks, aza§y), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ，N' = (o ak?” y, 
因为 ap = (aliazzr)2 ™ EN, Pru GC’ < N, Mitt N AG. 

第 三 种 N = (aoc, aay), 其 中 x,y € Z(G). 对 于 (IL) AR, N 也 是 交换 群 

(IVa) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 , N = laiar, asy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 , N' = (az “ai?”'). 因 
为 9 = (aiasz)P EN, 所 以 G' <N, Mili NAG. 

第 二 种 , N = (aia37x,azasy), 其 中 z, ye Z(G). 此 时 , N = (a 
易 知 “= (aia3z)z © N. 所 以 着 (k,p) = 1 WA G < N, AT NAG. 
若 N = (aalr, azy), 由 于 对 所 有 的 z € Z(G) 都 有 z? e(a pra ), UR 
az "2 xzpn2 一 (aah)? t E N, RITA ae e N Hl 2?" EN, 从 而 
p" = (azy) yy?" e N. 所 以 仍然 有 G' < N, 从 而 NIG. 


ao 


72 


) AA 


mi 


第 三 种 ,和 NN = (azz;a3sy), 其 中 z,y € Z(G). 此 时 N = (ap ). AW 
xP"? e (aP”'), 所 以 a9 ”= (oaz)P zz e N， 这 说 明 G' < N, 从 而 
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NAG. 

(IVb) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 ，N = (aair, asy), 其 中 z,y € Z(G). 此 时 ，N = 人 
若 mi > m RH N = (ax, asy), W az = (arabe)? EN. 此 时 G' < N 
iti N IG; 4 mi =m H (i,p) = 1, aed a? aP”? = (arab)? EN, 所 
bh afin? (az at)(a giP™! -i E N, 由 于 vv 是 一 个 模 p 的 平方 
ERA, 我 们 有 ah”? eN. 此 时 , G' <N, 从 而 NIG. 

第 二 种 , N = (a1a2x,azasy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 


/ kp™2 —jvp™1 
N = (a5 Q1 六 


易 知 a” = (aiagz)P” E€ N. 所 以 车 (k,p) = 1, WE G < N, 从 而 NIG. 

车 N = (aiagz,a2y)， 由 于 对 所 有 的 z € Z(G) A 2” € (a? oki 以 及 

a2 ”2 ”pm2 一 (aaga) pt c N, 我 们 有 a? ™ EN 和 zr? ”EN 从 而 

ap”? = (apy)? yP"? EN. 所 以 仍然 有 G'< N, 从 而 NIG. 

第 三 种 N = (aaz,asy), 其 中 z,y € Z(G). Wheat N' = (a?”')， 因 为 
E (at), SBA a} © = (aan)? aP"? € N. 这 说 明 G < N, 从 而 

N AG. 


m2 
qP 


(IVc) 型 群 的 讨论 : 
第 一 种 , N = (ayaha,asy), EEF z, y € Z(G). 此 时 , N = (aŢ TOP “aitp™、. 
By at ap” = (aaia) ™ E N, BRR (ay? “ail?” 只 < 


N. 此 时 , Ai p = 2 H k = 1 还 是 14 4k BK piRAR HPT 
R 关于 的 二 次 同 余 方程 Pk +i-—1 = 0 (mod p) 都 无 解 ， 这 说 明 G = 
(aor aie ap" aP") < N, 从 而 NAG. 

第 二 种 ，N = (aar, azaly), 其 中 zx,y € Z(G). ieit, A o = 
(aliaszr)P Ee N, 并且 Q 一 (azaly)? “ E N. 所 以 仍然 有 G < N, 从 
itd NAG. 

第 三 种 ，V = (azz, asy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 N’ = (a*?7 az”). 因 
为 xP”? = 1, 所 以 ab” = (azz)jz € N. 这 说 明 G' < N, Mili NAG. 

下 面 我 们 说 明 这 些 群 都 是 互 不 同 构 的 . 

首先 , AA (VI) 型 群 是 唯一 的 一 种 没有 交换 极 大 子 群 的 群 ， 所 以 与 其 它 类 
型 的 群 不 同 构 . 在 剩 下 的 满足 G 为 初等 交换 2 群 的 群 中 , (V) 型 群 是 唯一 的 
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2 阶 元 都 在 中 心 的 群 , 所 以 (V) 型 群 也 与 其 他 类 型 互 不 同 构 . 

余下 的 群 都 有 G/G" = (a1) x (a2) x B, HA o(a1) = p™ , o(ā2) = p™?, B 
是 满足 exp(B) < p™ 的 交换 群 . 可 见 , 如 果 有 两 个 群 同 构 , 必 有 相同 的 参数 mi 
和 m2. 另 一 方面 , 在 余下 的 群 中 K 都 是 满足 K =C 的 G 的 最 小 阶 的 一 个 子 
群 . 所 以 如 果 有 两 个 群 同 构 , 必 有 相同 的 参数 mi, m 和 m3. 再 考虑 G/G' 的 型 
不 变量 , 如 果 有 两 个 群 同 构 , 还 必 有 同 构 的 交换 群 A. 

Gm > mo, 由 于 (I) 型 群 中 exp(G) =p", 而 其 它 群 中 都 有 exp(G) = 
p+) 所 以 (1) 型 群 其 它 群 不 同 构 . 由 于 (IV) 型 群 中 的 交换 极 大 子 群 


M = (a1, a2, Z(G)) 


满足 exp(M) = p™ , 而 其 它 群 中 的 交换 极 大 子 群 M = (a2,03,Z2(G)) 满足 
exp(M) < D ,所 以 (IV) 型 群 其 它 群 不 同 构 . 由 于 (I) 型 群 满足 G < Um (G), 
而 (UI) 型 群 满足 Uma (G) = (a), 所 以 (TL) 型 群 和 (LIT) 型 群 也 不 同 构 . 

4 mi = m > m3, 先 考虑 Um, (G). 对 于 (I) 或 (IID WH On, (G) 是 三 
元 生成 的 , 对 于 (IT) 或 (IV) 型 群 , 当 exp(A) < p™ 时 Gms(G) 是 二 元 生成 的 ， 
所 以 (1) 型 群 和 (ID) 型 群 分 别 与 (IT) 型 群 和 (IV) 型 群 不 同 构 (注意 , 若 (ID) 型 
群 或 (IV) 型 群 与 (1) 型 群 或 (IID 型 群 同 构 , 则 一 定 有 exp(4) < p™). 由 于 (1) 
型 群 中 的 交换 极 大 于 群 M = (a2,a3, Z(G)) 满足 exp(M) = p™*?, 而 (IM) a 
群 中 的 交换 极 大 子 群 M = (a2,a3, Z(G)) 满足 exp(M) = p™, 所 以 (1) 型 群 和 
(ID) 型 群 也 不 同 构 . 再 考虑 (TL) 型 群 和 (IV) 型 群 中 交换 极 大 子 群 的 型 不 变量 ， 
可 知 (11) 型 群 和 (IV) 型 群 也 不 同 构 . 

Æ mı = M2 = ms, 也 可 由 交换 极 大 子 群 的 型 不 变量 得 出 (1) 型 群 和 (IT) 型 
群 互 不 同 构 (注意 , 这 种 情况 下 没有 (IIL) 型 群 和 (TV) 型 群 ). 

最 后 我 们 还 剩 下 四 种 情况 : 

(1) mi > mz = ma +1 时 , (la) 型 群 和 (Ib) 型 群 互 不 同 构 

it G = (a1,a2,a3,A) 为 一 个 (Ia) 型 群 ，G = (ā1,ā2,ā3, A) 为 一 个 (Ib) 
型 群 . 若 G 与 G 同 构 , 我 们 设 9 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 映射 因为 M = 
(a2,a3, A,a?), Z(G) 以 及 M = (G2,a3, A,a?), Z(G) 是 G 8 G 的 特征 子 群 
我 位 有 M? = M 和 Z(G)? = Z(G). 从 而 , 我 们 可 设 a? = ais, af = azaky， 
a§ = a§z, 其 中 xz E€ M, y,z € Z(G), ij s RS p ER. 
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由 [afa] = [a1,6G2]” = (Gs?”)” 可 得 , [aiz,a2a$y] = (asz)2“， 即 
ayP “qikP"” 二 qs?” 2p”. 比较 指数 可 得 s = ij (mod p). 

再 由 phe = [a] = (a2). 可 得 , [aizr,asz] = (aasy)2 >, Bp 
aise” ° = ajr"? . 比较 指数 可 得 jv = is (mod p). ¥ s = ij (mod p) 代入 
可 得 jv 三 27 hand p), 这 与 v 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 巴 盾 . 

(2) mı > m2 = ms 时 , (Ib) 型 群 和 (Ic) 型 群 互 不 同 构 , 并 且 (Ic) 型 群 取 不 
同 的 参数 上 也 互 不 同 构 . 

我 们 只 需要 处 理 p 为 奇 素数 的 情形 . 设 m2 = m = m, 将 这 两 种 类 型 群 中 的 
K 用 统一 的 形式 写成 : K = laaz a3 | 办 ”= 四 ” = a8" = 1, fai, a2) = 
a8” [a1 a3] = a)” ai?” , [a2,a3] = 1), HEP È +45 是 模 PETAR. 

G = (a1,a2,a3, A) fl G = (ā1, ā2, ā3, A) 是 满足 以 上 条 件 的 两 个 群 , 参 
数 分 别 为 (j,i) 和 Gi) 4G 与 G 同 构 , 我 们 设 9 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 
映射 . 因为 M = (az,a3, A,a?), Z(G) 以 及 M = (a2, a3, A, az), Z(G) 是 G 或 
G 的 特征 子 群 , RITE M =M 和 Z(G)’ = Z(G). 从 而 , 我 们 可 设 al = aiz, 
as = abasy, a3 = ažałz, Ht x € M, y,z € ZG), t,rv—us 都 与 p LH. 

由 [a9, G29] = [a&1, i)? = (da?”) 可 得 


laiz, a5a3y| = (ažazz)P™ 


alP™ 2?" 比较 指数 可 得 


m 
_ ,UuP 


即 atsip™ altotttr)p™ 
u = tsj (mod p),v = tsi + tr (mod p). (1) 
Eh laf, a= (a1, WB] = (G29 P" ai, Pp” )” 可 得 
[ai x, a3a32] = (a3a3y)7 ”™ (aža32) P" 
即 ditopP“akto+tu)p 一 ay tut )p™ afeI tvi )P E: A EE LEEY 
PAT, 


rj + ui = jtv (mod p) 
sj’ + vi’ = itv + tu (mod p) 


Jtv 
tu + itu v 


= 


7 = (mod p) 


S Vv 
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itu 
Neal” 7 (mod p) 
5 ù s tu+itv 
将 (1) 代入 , 有 
(rv— su)j = jtv? — tu? —ituv (mod p) 

= jtu(tsi + tr) — tu(ts7) — it(tsj)v 

= (rv — su)jt? 

(rv—su)ii = rtu + ritv — sjtv (mod p) 


rtu + ritv — uv 


Il Il 


rtu + ritv — u(tsi + tr) 
= (rv — su)it 

由 于 (rv 一 su, p) = 1, 我 们 有 j' = jt? (mod p) i’ = it (mod p). 

因为 (Ib) 型 群 的 参数 (j,i) A (v,0), 而 (Ic) 型 群 的 参数 (i) A (k, 一 1)， 
不 满足 上 述 条 件 , 所 以 (Ib) WA (c) 型 群 不 同 构 . 容易 看 出 , i= i 时 , 满 
足 上 述 条 件 的 参数 也 一 定 满足 j = j (mod p), 所 以 两 个 不 同 参数 的 (Ic) 型 
群 也 互 不 同 构 . 

(3) mı — 1 = m2 > ms HY, (IVa) WRA (IVb) 型 群 互 不 同 构 . 

it G = (a1,a2,a3, A) 为 一 个 (IVa) A$, G = (41, G2,43, A) 为 一 个 (IVb) 
型 群 . Æ G 与 G 同 构 , 我 们 设 9 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 映射 因为 M = 
(al az, A, a$), Z(G) 以 及 M = (a1, 42, A,a§), Z(G) Æ G 或 G 的 特征 子 群 , 我 
们 有 M? = M 和 Z(G) = Z(G). 从 而 , 我 们 可 设 af = aia3z, a} = ajay?y, 
a3 = a3z, EF y E€ Qm, (M), z,z E€ Z(G), i,j,s RWS p ER. 

由 [a4, a@3°] = = (ai, 而 | = (Ga2F 可 得 
[aiazz,asz] = (aziakpy)P “”. 

即 — ake? giv? 比较 指数 可 得 rs = k (mod p) Al is = 
j (mod p). 

再 由 (a, a3°] = [a2, ds] = ("P 


my 


)? 可 得 


7 „EP 


laday?y,a3z] = (ajazs) 
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即 ale?” = al .比较 指数 可 得 jsv = iv (mod p). ¥f is = j (mod p) 代入 
可 得 is*v =i (mod p), 这 与 v 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 矛 盾 . 
(4) mı = m2 > ms 时 , (IVb) 型 群 和 (IVe) 型 群 互 不 同 构 , 并 且 (IVe) 型 群 
取 不 同 的 参数 上 也 互 不 同 构 . 
我 们 只 需要 处 理 p 为 奇 素数 的 情形 . 设 m = m2 = m, 将 这 两 种 类 型 群 中 的 
K 用 统一 的 形式 写成 : K = (ail,a2,a3 | a = a? E a?” = 1, [ar,a2] = 
1, [a2, a3] = ae” [aı, a3] = a 扣 aip ), HEP i? + 47 SER p 的 平方 非 剩余 . 
设 G = (a1, 02,03, A) 和 G = (G1, 42,43, A) 是 满足 以 上 条 件 的 两 个 群 , 参 
数 分 别 为 (j,i) 和 i). 若 G 5 G 同 构 , 我 们 设 9 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 
映射 . 因为 M = (ai, a2, A,a3), Z(G) 以 及 M = (a1, G2, A,a%), Z(G) 是 G 或 
G 的 特征 子 群 , 我 人 有 M =M 和 Z(G)’ = Z(G). 从 而 , 我 们 可 设 af = asz， 
al = ajay, a2 = aïazz, Ht z € M, y,z E€ Z(G), t,rv — us 都 与 p ER. 
由 [a9, a3] = [a1, da]? = (Gz?”)? 可 得 
lajazy, asz] = (aja3z)” . 
即 atsiP™ aG Sit" 一 qup™ qup™ 比较 指数 可 得 
u = tsj (mod p),v = tsi + tr (mod p). (3) 
再 由 (a9, 3°] = [a2, a3]? = (ai? ah?" )? 可 得 


, if i’ 
[aš azz, aasz] = (ajazy)’ p (a; azz)’ P”. 


BI aj P 0 ay MOP a TP. 比较 指数 可 得 到 以 下 式 子 


| rj’ + ui’ = jtv (mod p) (4) 


sj + vi’ = itv + tu (mod p) 


jtv 
tu + itu 


u 
| (mod p) 
v 


r jtv 


(mod p) 
s tu+itv 
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将 (3) 代入 , 有 
(ru—su)j’ = jtv? — tu? — ituv (mod p) 
= jtu(tsi + tr) — tu(ts7) — it(tsj)v 
= (rv — su)jt? 
(rv — su)i = rtu + ritv — sjtv (mod p) 


= rtu + ritv — uv 


rtu + ritv — u(tsi + tr) 


川 


| 


(rv 一 su)it 


由 于 (rv 一 su,p) = 1, RITE 7’ = jt? (mod p) fl 7’ = it (mod p). 

因为 (IVb) 型 群 的 参数 (9,7) A (v,0), 而 (Vc) 型 群 的 参数 (i) 为 
(k, 一 1), 不 满足 上 述 条 件 ， 所 以 (IVb) 型 群 和 (Vc) 型 群 不 同 构 . 容易 看 出 ， 
X i= i 时 , 满足 上 述 条 件 的 参数 也 一 定 满足 J = j (mod p), 所 以 两 个 不 同 参 
数 上 的 (IVe) 型 群 也 互 不 同 构 . O 


EH 7.1.3. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 车 G 是 p 阶 的 初等 交换 群 ， 
c(G) =2 且 d(G) =3, 则 G 为 定理 7.1.2 中 的 满足 d(G) = 3 的 群 , 即 : 


Tr mo+l1 
(1) G = (a1, a2, a3 | af " =a} a =a? 


a” [a2, a3] = 1), 其 中 mı > m: = ma +1; 


msti 1], [a1 a2] = a8”, [ai, a3] = 


(2) G = (a1, a2, az | ae” = an = ae” = 1, [a1,a2] =a?” , a1, a3] = 
oe 二 1), 其 中 p 为 奇 素数 , v 是 一 个 固定 的 模 pp 的 平方 非 剩 
A, mı > m =m +1 或 者 mi > m2 = ma; 

(3) G ieee | af 一 ae?” = er” — = 1, jai, a2] =a?” , [a1,a3] = 


asP as?” [a2,a3] = 1), KP mi > m = m3, ¥ p AF HK, Wl 1+4k 
是 模 万 的 平方 非 剩余 ; $p=2, M k=l. 满足 这 种 定义 关系 的 群 共有 


与 个 ; 
+1 +i 
(4) G =o a2, 43 | aa pra = ae = ae = l, [al ,az] 一 OP 3 [a1, a3] = 
a” [a2,a3] = 1), EP mi > m > m3. ¥ p=2H, m > 1; 
+1 +1 7 
(5) G = (ai, a2, a3 | af UE = a8”? = ak = 1, [a1,a2] = a2” , (ai, a3] = 


a?" [a2, a3] =1), Pf mi >m2= m3 +1; 
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+1 +1 
(6) G = (a1, 42, a3 | ap 一 ae = aB = 1; [a1,a2] = 1, [a1, a3] = 


ge”, [a2,a3] = ap), 其 中 mi 一 1 = mz 2 m3; 

(7) G = (a1,a2,a3 | a = "i =a?” =1,[a,a2] = 1, [a1, a3] = 
吗 “,[aa,as] = a1”), HP pAFHRK, v -DAR p HFFA 
剩余 , mi —1=me2>m3 À mi = mz > mg; 

(8) G = (a1,a2,a3 | ae = er = ae = 1, [a1, a2] = 1, [a1,a3] = 


ae” .[az,a3] = at?” az? ), HP m = m2 > m, 车 p AF KK, N 
1+4k 是 模 p 的 平方 非 剩 余 : S$ p=—2, Mk=1. 满足 这 种 定义 关系 的 群 


共有 BK 个 : 

» 2 $ 

(9) G = (a1,a2,6 | at = ag = 1,0? = aj, [a1, a2] = 1, [a1, b] = a3, [a2, b] = 
ai). 


WBA k G/G 的 型 不 变量 为 (p™,p™,p™), 其 中 m > m > ms, 
G/G' — (aiG’) xX la2G") X (a3G’), 其 中 o(aiG ) 一 nt. i= 1.2, 3. 则 G = 
(a1, a2, 43). 


车 (lai, a3], [a2,a3]) = G’, 设 (a1, a2] = [a1, a3] [az2, as]. 计算 可 知 
[a1a3, a2a3 °] = 1. 


用 aia, 和 aza3' 分 别 去 替换 ai 和 a2 后 , 以 上 所 有 关系 仍然 成 立 , 因此 , 我 们 可 
不 妨 设 [ai a2] = 1. 

#7 ([aı, a3], [a2,a3]) = (laz,a3]), 设 [a1,a3] = [a2,a3]*. 计算 可 知 [araz as] = 
1. 用 aiaz 去 替换 ai 后 , 以 上 所 有 关系 仍然 成 立 , 因此 , 我 们 可 不 妨 设 [ai, as] = 
1. 此 时 , 必然 有 C = ([a1, a2], [a2, 43]). 

i ([a1, a3], [a2,a3]) A G”, ([a2,a3]), 则 必然 有 [az,as] = 1. 此 时 ， 


G = ([a1, a2], [a1, a3)). 


设 G' = (x,y), 则 我 们 可 设 a? = ziyi,a3 ”= ay oP? = cy”. 由 上 
可 知 , 我 们 只 需要 考虑 以 下 三 种 类 型 的 关系 : 

I. [a1, a2] = z, [a1,a3] = y, [a2,a3] = 1; 

II. [ai1,a2] = 1, [ai,a3] = z, [a2, a3] = y; 


III. [a1,a@2] = 2, [a1, a3] = L [a2, a3] = y; 
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我 们 首先 考虑 |G| = p° 的 情况 . 设 K 是 G 的 一 个 二 元 生成 的 非 交 换 群 , 由 
定理 6.1.3 可 知 G' < K. 因为 G < Z(G), 所 以 G' < OK), 从 而 |K| Ap. 这 
说 明 G 的 二 极 大 子 群 都 交换 , 从 而 G 只 能 是 Ao 群 . 由 定理 4.6.1 可 知 , G 可 能 
是 定理 中 的 (2), (3), (4) 型 群 中 m = 1 的 情形 , 或 者 G 与 定理 中 的 (9) 型 群 同 
构 . 以 下 我 们 设 |G|] > p°, Bl mi > 1. 


类 型 I: |ai,az] = x, [a1,a3] = y, [a2, a3] = 1. 

情形 1: a? =]. 

由 定理 6.1.3 可 知 G < (a1,a3), 所 以 我 们 有 (up) = 1. 分 别 用 azaz 和 
cy” 去 替换 auz 和 x, 我们 可 不 妨 设 四 “= x. 同 理 G' < (a, a2), 所 以 我 们 还 
有 (t,p) 三 1 

E m2 > ms, 我 们 断言 p | s. En, SETH K = (a, aa). 计算 可 知 
[ai ,az2a3] = zs (agai)? ”= (x*y')*, 从 而 K 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 .所 
以 可 设 a2? = yt. 此 时 再 断言 m2 一 m = 1. 若 否 , 考虑 子 群 L = la, ała). 
计算 可 知 (a8asa)?” ”二 y' = [a1,a3aa]:， 从 而 L 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 
A t! = av, HP v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 .计算 可 知 
[eg a2] = 2, la ,a=  =a® © 9"? (分 
别 用 af, af Aly® ”去 替换 ar, az Aly, 其 它 关系 仍然 成 立 , 因此 我 们 可 不 妨 
设 y = as?“. Sv = 1, 时 , 即 得 定理 中 的 (1) 型 群 ; 当 v Al, 时 , 即 得 定理 中 
的 (2) 型 群 当 mi > m2 = m3 + 1 的 情形 . 

以 下 我 们 设 m2 = m3 =m. 

E p| s, $ t = ar, 其 中 v= 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 vp 的 平方 非 剩 
余 . 计算 可 知 [laf ag] = z, [af ,as] = y =a :7 = 
(a3) P™. 分 别 用 a? ,oag Al y® 去 替换 a1, a2 和 y, 其 它 关系 仍然 成 立 , 因此 
我 们 可 不 妨 设 y =a .我们 断言 v A 1. BA, 考虑 子 群 K = (ai,aaas). it 
算 可 知 [ai,azas] = zy = (azas)z ,从 而 K 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 因此 wv 只 
能 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , 即 得 定理 中 的 (2) 型 群 当 m1 > me = m3a 
的 情形 . 

# (sp) = 1, $ ai = af tah = a$ ', 
[ai ,as3] = y P, k=s *t, 则 (a2)? = py = (x'y’)* . 分 别 用 al, a3 KF 
换 ai, aa, 我 们 可 不 妨 设 [a1,a2] = a8” ,[ai,a3] = ab?” as? . AW (kp) = 1, 


a = AEE *, gf = 
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所 以 当 p = 2 i} k= 1, 即 得 定理 中 的 (3) ARH p= 2 时 的 情形 . 下 面 我 们 证 
明 当 p 为 奇 素数 时 一 定 有 1 十 4k 是 模 p 的 平方 非 剩余 . BA, 114+ 4k = 有 
A a = 2-1k-1(B8 一 1), W 2ak +1 = B (mod p), 从 而 (2ak +1)? = 8? 
1 十 4k (mod p), 化 简 得 1 — a = a?°k (mod p). 我 们 考虑 子 群 L = (ai, a2a3). 
计算 可 得 [ai,aza3] = a% az ap" = = agr" af (aeaa on = a i 
(a2a3)°P", 从 而 工 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 因此 我 们 得 定理 中 的 (3) 型 群 当 
p 为 奇 素数 的 情形 . 

情形 2: G! = (a? aR”). 

设 a? 一 go?” “apP “. 计算 可 知 Loa tl ngne “or = i. 
# m = m H (a,p) = 1, 用 asa; ”a3 ”去 替换 al 后 , 可 转换 为 情形 1. 若 
mı > m3 K p | a, 用 asa; ”去 替换 aa 后 , 其 它 关 系 仍然 成 
立 , 因此 , 我 们 可 不 妨 设 a8 ”= 1. 

由 定理 6.1.3 可 知 G' < (a1,a3), 所 以 我 们 有 (i,p) = 1. 因为 [a1,a&a3] = 
diyi, 以 abal 和 ziyi 替换 a2 和 r, 我 们 可 不 妨 设 af ”= z. 此 时 (t,p) = 1. 

# mi > me, T (aa P TP = yt. 用 azaTs O, ah A 
yt 分 别 去 替换 a2, aa 和 y, 我 们 可 不 妨 设 a9 ”= y. 这 就 得 到 了 定理 中 的 (4) 
型 群 . 

若 mi = mz( 注 意 , 此 时 mi > 1), et p|s, 即 ab? = y. EA, 
考虑 子 群 K = (azai*,a3). 计算 可 得 (azal*)7 “三 形 ， [azails ,as] = y°. 从 
而 K 既 不 交换 也 不 正规 , TA. 用 a3 Ay 分 别 去 替换 aa 和 yy, 我 们 可 不 妨 设 
ae =. 这 就 得 到 了 定理 中 的 (4) ee 

情形 3: a?” ALA G 4 (a? a2’). 

考虑 子 群 K = la, a3a3). 因为 [a1, aha] = rêy’ = ae #1, WA K AG, 
从 而 由 定理 6.1.3 可 得 G < K. AA ag” © (a2), 所 以 (j,p) = 1, H 
G' = (a? ™ ak” *). 此 时 , 车 m2 = ms, 互 换 aa 与 as 后 可 转化 为 情形 2, 因此 ， 
我 们 可 不 妨 设 m > wa hens 进一步 考虑 子 群 K j p | i, Bla? = yi. 

计算 可 知 (a3a77 a =a". W asaz? YPT HR as 后 , 其 
它 关系 不 变 . 因此 , 可 不 妨 设 a9 ”= z*. BR, (u,p) = 1. 

因为 a9 ”E€ (a?“), 所 以 可 设 a” ? = al? . # (r,p) =1 A m = m, 
用 aca," 替换 a1, 可 以 转化 为 情形 1; 车 mi > mz 或 p|7, 用 azai”” “过 


上 > I 


oe eli a,” 


m2 


p™1i-—™3 
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换 az, 我 们 可 不 妨 设 a8 = 1. 

断言 m2 一 ms = 1. 若 否 , m2 一 1 > m 考虑 子 群 J = (a1,a3a3). J BA 
交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

分 别 用 ad", c1“, al Ay? 替换 az, x, aa 和 y 我 们 可 不 妨 设 a? ”= y， 
ak”? = z. 即 得 定理 中 的 (5) 型 群 


类 型 II [ai,az] = 1, (a1, a3] = z, [a2, a3] = y. 
4 mi = ma, 可 转换 为 类 型 L 因此 , 我 们 可 设 mi > ms. 
情形 1: mi > mz. 
首先 我 们 断言 p | i( 即 a?” =y). 475, 则 (i,p) = 1. SRT HR 


mı 1 一 了 7 


ay 


-> tri- m2 =< 
= (aa; ap” :3 


计算 得 


faa agar) ay? £1, 
(ajag P yr? = yt), (aba PPS = yd 从 而 了 既 不 交换 也 
不 正规 , FJA. 

BERIME af A 1( 即 (Gp) = 1). EB, 考虑 子 群 K = (afa}, as). 
计算 得 Midzi =a" y =a; . & (up) = 1, WK 既 不 交换 也 不 正规 所 
以 一 定 有 a3 ”= y". BABETA L= (a2,a3), 由 于 G' = (z,y) < L, 所 以 
有 (s.p)=1. 最 后 分 三 种 情况 导出 最 后 的 矛盾 . (1) 当 m > ms 时 , 考虑 子 群 
M = (aia; ‘,a203). 计算 可 得 [a1a3',aza3] = xy’ = (a203) > #1, 可 知 M 
既 不 交换 也 不 正规 , FA. (2) 4 m = m3 > 1 K me = 1 但 p 为 奇 素数 时 ， 
考虑 子 群 N = (ajast",azaa)， 计 算得 [afati azas] = r°y't” = (aza3)2 ， 
可 知 N 既 不 交换 也 不 正规 ， AUR. (3) 当 m = 1 H p = 2 时 ,考虑 子 群 
O = (aja "t! azas). 计算 得 [aiai "+ azas] = r*y*t’*! = (aza3)?, TJA O 
既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

计算 可 得 


一 1 aoe | poe Tte 
tam =e = gy (sy y? b: a 3 E 


(azaji 7? 


(Esc ORES =e" y "(2° yy) 了 “ly pi 
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mi- m2 —1,, pri- m3 


分 别 用 azaj! 好 和 aza; 去 替换 az 和 as, 其 它 关 系 仍 然 成 
立 , 因此 我 们 可 不 妨 设 a3 =z J =r", 

我 们 断言 (s,p) = 1. 车 否 , 则 a3 ”= 1. 首先 考虑 子 群 = (a2, 103), 因 
为 [laz,aia3] = y #1, Pru PIG. 由 定理 6.1.3 可 得 G < 已 ,从 而 (i,p) = 1. 
再 考虑 子 群 Q = (anaia Y. 计算 可 得 azaba J = y £1, 
So ie a = "(ry)" =y", Mill Q 既 不 交换 也 不 正规 , FA. 

因为 a9 ”= zs = [ai,aal, 用 ai 和 zs* 去 替换 a 和 z, 其 它 关系 不 变 , 所 

以 , 我 们 可 设 a2 = x. 

Em > 1 或 p HARA, 计算 可 得 


mi -mg 


(a3a 


(azaz apa savers = Dp = i. 


Hasa, ” ”去 替换 a3, 其 它 关系 仍然 成 立 , HRT ANE a” = 1. 若 
m2 =1H p=2, 计算 可 得 (aasagay2””)2 = E =i. -i azaga 
去 替换 a3, 其 它 关 系 仍然 成 立 , 此 时 我 们 仍 可 不 妨 设 a3 

进一步, 我 们 断言 m 一 ma = 1. 车 否 , 考虑 子 群 R = eae easy 
注意 到 (aza?  ， ” yen =a?" = yÍ = [aza gii a3)’, 可 得 出 R B 
不 交换 也 不 正规 , AA. 因此 , m2 = m — 1. 

S j = ov, 其 中 v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 计算 可 
知 [aaa ]=y* =a) * = ar 一 (aog)*p .分别 用 a?, a9 
Hy KEH a1, aa A y, 其 它 关 系 仍然 成 立 , 因此 我 们 可 不 妨 设 y = a? 
当 v = 1, 时 , 即 得 定理 中 的 (6) 型 群 ; 当 v A 1, 时 , 即 得 定理 中 的 (7) 型 群 当 
mı —1=m2> mz 的 情况 . 

情形 2. mi = m: = m > ms. 

首先 我 们 断言 a? = ziy? Al. AA, 因为 [aaz aza] = cy’ = 
(az2a3)P ”, 所 以 M = (a1a3 ,aza53) AG, 因而 M 交换 ， ae” =7°y'=1. 但 
这 时 , (a1, a243) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 


mi 


接 下 来 我 们 断言 G' = (a aR"). & M = laaz ,aza}), 因为 


mtl 


= = pm 1 
[a,a,7,a203] = 安信 = (araz ") of I, 


m2 


所 以 MAG. 从 而 由 定理 6.1.3 可 得 G< M. 所 以 我 们 有 a ~ g (rty), 


hogs | 


ms 
G = 本 四 
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m3 mi Bp™2 , —ap™1-™3 ~gp™2—-™3\,,m 
i ag”? = age af? 计算 可 知 (asaya 2?" oa 一 1. 用 


—ap™1-™3 —Bp™2-™3 
aza; °°" ay 


去 替换 as 后 , 其 它 关系 仍然 成 立 , 因此 , 我 们 可 不 妨 设 a98”” = 1. 

因为 G < (a2,a3), 我 们 有 (s,p) = 1. 由 于 [aia2,as] = z°y*. 分 别 用 aias 
和 cy’ 去 替换 al 和 z, 其 它 关 系 仍然 成 立 , 因此 我 们 可 不 妨 设 a8 ”= rz. 

因为 C < (al,as), RITS (jp) = 1. 

若 p |i( 即 a?” = y), oj = a?r, EF vy = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 
PHARMA. 计算 可 知 [az,a8 ]=y* =a} P= at?” = (ag), 
分 别 用 a?, a8 Al y° | ERM a, as A y, 其 它 关系 仍然 成 立 , 因此 我 们 可 
不 妨 设 y = af?“. 我 们 断言 Al. HH, 考虑 子 群 K = (aaa). 因为 
[a1a2, a3] = zy = (aiaz)P“ ,所 以 K 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 从 而 ” 只 能 是 
一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 显然 , 此 时 p 为 奇 素数 , 即 得 定理 中 的 (7) 型 群 
当 mi = mz > ms 的 情况 . 

G (i,p) = 1, & al = ab,a5 = aay 143 = = az" ir g = [ai a] = g, 
y’ = [a2, a5] = 27 z y i, k = ji-?, W (ah) P” = aya = yt =2', (a) = 
xi = (zy Ë = (s'y). A a}, ad, 05 gti a1, 02,03, 我 们 不 妨 设 
[a1,a2] = 1, [a1, a3] = £ = a8” ,[a2,a3] = y = at?" a3?” . 14 p = 2 ff, k RARER 
1, 从 而 得 到 定理 中 的 (8) 型 群 当 p = 2 时 的 情况 . 下 面 我 们 证 明 当 p 为 奇 素数 时 
一 定 有 1+4k 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . ET, 设 1+4 = 8. 令 a=2 (6 一 1)， 
则 2ak + 1 = B (mod p), 从 而 (2ak + 1)? = 8 = 1 + 4k (mod p), 化 简 得 
1 一 Qa 三 aq?*k (mod p). 我 们 考虑 子 群 L = (a1a3,a3). 计算 可 得 [aia3,aas] = 
ab” aokP™ az? = sp = "u yer kp™ = (a,a%)**?", 从 而 工 既 


不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 因此 我 们 得 定理 中 的 (8) 型 群 当 2 为 奇 素数 的 情形 . 


类 型 III: [al ,az] = x, [ai,as] = 1, [az,as] = y. 

我 们 要 证 明 , 这 种 情况 下 得 不 到 新 的 群 . 此 时 , m2 = ms, HARK a: 与 as 
后 可 转化 为 类 型 I; 若 m = mo, 互 换 al 与 az 后 可 转化 为 类 型 L 因此 , 若 假设 
有 新 的 群 存在 , 则 一 定 有 m > m2 > ms. 

首先 我 们 断言 of ”= ww. 若 否 , 则 (i,p) = 1. 考虑 子 群 


= (aga = oo 
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计算 得 
er —up™1—™3 


i i? 
laza , 438, | =y fF iF 


my -mo nlm 


(ajaz? 


从 而 J 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 
断言 (s,p) = 1. 若 否 , Wak"? =y. 考虑 子 群 K = (a2z, a3a?)， 计 算得 


[a2,a3a7] = y #1, (aza?) P ™ = a” = yi, 从 而 K 既 不 交换 也 不 正规 , F 
Jey. 


)? ‘ = yi, 


mq ti - - n 
p _ _ti—sj i up 
) =y 1 (aaa1 


断言 a? £1, Bl (j,p) = 1. 若 否 , 考虑 子 群 L = (anatas). AI, 
[az,aisas] = 2*y' = a5 * £1, (a *aa)? ”==1, 从 而 工 既 不 交换 也 不 正规 , F 
盾 . 

最 后 , 考虑 子 群 M = laan agaz T °°). 计算 得 ， [anaga r S = 
y° #1, (aa)? = y’, (ajay "P? OP = ytt, 从 而 工 既 不 交换 也 不 正 


规 , FJA. g 


定理 7.1.4. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p #, G! 为 p 阶 初 等 交换 群 且 
c(G) =2, 则 G ARS 7.1.2 中 的 群 , 即 : 


mgy+l p™3t+ti 


(1) G = K x A. # Ë K = {Qi va, a3 | ap = g} = = 
1, [a1, a2] = a2” , [a1, a3] = ap” [a2,a3] = 1), mı > m2 = m3 +1, 
A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 

(2) G=KxA. $P K = (aaz as | a = a = a” = 
1, [a1,a2] = a2”, [a1,a3] = a3”, [a2,a3] = 1), 其 中 p AF*K 
Kv 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , mi > m2 =m +1 或 者 
mı > m2 = M3, A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 


m mo-+ i1 ma 二 1] 
(3) G=Kx A. AF K = (nyt, ty | of” Sag =a" = 
1, [a1,a2] = a?” *, [a1,a3] = as?” az”, [a2,a3] = 1), 其 中 mi > 


m = m3, 车 p 为 奇 素数 , 则 1 十 4k RR p HFAIEMB; Æ p= 2, 
N] k=1. A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 
(4) G=K xA. 其 中 K = (a, a2, as | ap" = gp? = 


a 
1, [a1, a2] = a?” , (a1, a3] = az” [az,a3] = 1), 其 中 mi > m > 


m3. A 是 满足 exp(A) < p? 的 交换 群 ; 


118 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


(5) G=KxA. 其 中 K = (a1,a02,a3 | Yeon = a > = E 
1, [a1, a2] = a?” fai, a3] = aP”, [a2, a3] = = 1), 其 中 5 = 
m3 十 1, A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 

(6) G = K x A. 其 中 K = (ai,a2,a3 | lle = em =a — 


my 


1, (a1, a2] = 1, [a1,a3] =a?” , [a2, a3] = ay), 其 路 1 一 1 = mo 
m3. A 是 满足 exp(A) < p 的 交换 群 ; 

(7) G=KxA. 其 中 K = (a1, 42,43 | ae = ee = a” = 
1, [a1,a2] = 1,[a1,a3] = a3”, [a2,a3] = ak?"'), 其 中 p AF 
Kv 是 一 个 固定 的 模 p HAAR, mi 一 1 = m > ms 或 者 


mı = m2 > m3, A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 


W 


8 G = Bw A. 其 中 K = Baiia a? i — weer _ af = 
1 2 3 
1, [a1,a2] = 1, [a1 a3] = a$” ,[a2, a3] = afp az”), HF mi = 


m2 > m3, Æ p 为 可 素数 ， 则 1 十 4k 是 模 p 的 平方 非 剩 余 ; #p=2, 
则 万 二 1. A 是 满足 exp(4) < p™ 的 交换 群 ; 
(9) G=K xA. 其 中 K = (ai,a2,b | at = a2 = 1,6" = aj, [ai, aa] = 
1, [a1, 6] = a3, [a2, b] = a?), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 ; 
(10) G= Kx A: $f K = (ai,a2,6,d | at = a3 = 1,07? = a?,d? = 
a3, (a1, a2] = 1, [a1,b] = a3, [a2, b] = aj, (a1, d] = af, [a2,d] = a?aż, 


[b,d] = 1), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 . 


证 明 B G/G' 的 型 不 变量 为 (ora p™,....p""), HEH m > m>- > 
mr, G/G" = (a1G’) x (a2G") x --- x (arG’), HB o(aiG’) = p™ , i = 1,2,...,r. 
Mi G = (ai, a2,...,ar). 

在 mi = 1, W G/G 为 初等 交换 p 群 . 任 取 G 的 两 个 非 交换 的 元 素 x,y, 
由 定理 6.1.3 可 知 , G’ < (x,y), 从 而 (x,y) A p* 阶 的 内 交换 群 . 这 说 明 G 是 Ta 
群 , 从 而 G 是 定理 5.2.6 中 的 群 . 它们 分 别 与 定理 中 的 (9) 型 群 ，(10) 型 群 , 以 
及 .(4) 型 群 ，(2) 型 群 ，(3) 型 群 中 mi = m = ma = 1 的 情形 相对 应 .以 下 设 
m,; > 1. 

Ww i 是 使 w 不 在 Z(G) 中 的 最 小 的 正 整数 , 即 存在 7 > itt lai, aj] 41. & 
i #1, 说明 ai Æ Z(G) 中 ,从 而 [aiaj ai] A 1, 此 时 , 我 们 可 以 用 aia; 来 替换 
a, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 i= 1, Bar ¢ Z(G). 
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再 设 7 是 使 [ai aj) 去 1 的 最 小 的 正 整数 . 若 7 了 尖 2, 说 明 [ai a2] =1, 从 而 
[a1,a2a;] £1, 此 时 , 我 们 可 以 用 azaj KEM a2, 仍然 有 上 面 的 关系 成 立 ， 所 以 ， 
我 们 可 不 妨 设 j= 2, 即 [ai,az] #1. 

再 设 k 是 使 [ar,a] Z (a1, a2]) HERDERS Æ k > 2, 说 明 对 所 有 
的 s 都 有 [ai as] € ([a1, a2)), [a2,as] E€ ([a1,a2]). (1) WÈ far, a.) = 1, RMA 
(a1, a2aı] = [a1, a2], [a2ai, ak] = (a2, ax][ay, ak] Z (a1, a2]). 此 时 , 我 们 用 azar 来 
替换 ao, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 ; RTA AM k < 2. (2) 如 果 [oa ai] 三 
[a1,a2|°, 其 中 (a,p) = 1, 再 设 [ai,ak] = lar, a2]°, 我 们 有 hi akar B= = i, 
[ai azara? P] = [ai,az], [azara® ®, a] = [a2,ai][ax, a] ¢ ([a1,a2]). 此 时 , 
我 们 用 azara? P ARK az, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 
k < 2. 

再 设 l 是 使 [ak,aj] Z ([a1,02]) DERK. Æ A 3, 说 明 [aias] E 
({a1,@2]), [a2,a3] € (laiyazl), 从 而 [ak, a301) = [ax, a3]lax,; al Z ([a1, a2]), HEEF, 
我 们 用 asa 来 替换 as, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 1 = 3. 

4> K = (a1, a2, a3), I |K'| = |G'| = p? H d(K) =3, Mitt K 与 定理 7.1.3 
中 的 群 之 一 同 构 . #r=3,K 已 经 是 群 G. 下 面 我 们 设 r> 4 并 逐一 进行 讨论 : 

情形 1: K 与 定理 7.1.3 中 的 (1) 型 群 同 构 . 

设 o = ash” ah?” (1): 车 ms > 1 或 者 p HARK, 则 


(asa, °? nQ— ma a,” mg Tm yen _ l, 


ma- mą 


我 们 用 asaz”? az”? KEM a4, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所 以 , 我 
们 可 不 妨 设 ab“ =1. (2): Fma =1 p= 32, W m= 2, (niaz "azy = 
laz,aa]°. (i) 车 [a3, a4]? = 1, 我 们 用 asaz a3” KEH as, 仍然 有 其 它 的 关系 
成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 a = 1. (ii) A [az, a4]? F 1, W (asaz) = a3. 考 
ETHE 五 = (aaaz ,as). 因为 [asaz ,as] = [a4,a3] 4 1, FLA LAG, 从 而 
a2 = [a1, a3] E L, 所 以 我 们 可 设 [as,a4] = aĝa3". 再 考虑 子 群 M = (aia, a3), 
若 [a1a4,a3] = a37 £ 1, W M 既 不 交换 也 不 正规 所 以 我 们 一 定 有 [as, a4] = a2. 
计算 可 得 (asa “as)? = a3a2 aa3[as,aa] = 1, 我 们 用 asaz as 来 替换 
as, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 ad = 1. 

由 上 面 我 们 知道 ,可 以 不 妨 设 3 ”= 1. 考虑 子 群 N = (aiag,a4)， 若 
[aia3s,oad] #1, W 既 不 交换 也 不 正规 , 所 以 一 定 有 [ai a4] = 1, [as,a4] = 1. 
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我 们 断言 [wz, aa] = 1. 车 否 , 考虑 子 群 O = (az, aa), 因为 O 非 交换 , 所 以 
O SG, 从 而 由 定理 6.1.3 得 as ”EeE O. 此 时 , 我 们 可 设 [az,aa] = aS? “abP “， 
其 中 (B,p) = 1. 再 考虑 子 群 已 = (afas aza Ct), 计算 可 得 


~ (at) 


[af a4, aza} = [a1,a2]°[ai,a3]°*" [aa, a2] 


m3 at+l)p™2 一 m2 —Bp™3 
af? as tap a oP az PP 


wag 
= Ë 


所 以 P 既 不 交换 也 不 正规 , FA. 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 oP” = 1, 其 中 i = 5,6,...,r， 并 且 , 同 理 可 证 明 
[&is ai] = [az ai] = [azsa] = 1. 

4 r > 5, 同 理 我 们 还 可 以 证 明 [aia] = 1, HP 4<i<g<r. 这 种 情形 
F, GSK x A, 其 中 A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 了 定理 
中 的 (1) 型 群 . 

情形 2: K 与 定理 7.1.3 中 的 (2) 型 群 同 构 . 


mA 


` m2 m3 
设 ak™ = ag?" age", py 


= (ozag CHOP" 


E moma ial ma3— mą ma 
(asa; ap aa Bp jP 


我 们 用 asaz “ase? KEK a4, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所 以 , 我 
们 可 不 妨 设 o “= 1. BIBL HR L = (a1, 04), 车 (a1, a4] #1, 则 工 既 不 交换 也 
不 正规 , 所 以 一 定 有 [aiaa] = 1. 下 面 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) m2 = mg + 1. 

考虑 子 群 M = (aag, a4), Æ [a1a3,a4] ~ 1, W M 既 不 交换 也 不 正规 ， 
所 以 一 定 有 [alias,a4] = 1, 从 而 [aas,a4] = 1. 我 们 断言 [az,aa] = 1. AF, 
考虑 子 群 N = (a2,a4), AA N 非 交 换 , 所 以 NAG, 从 而 由 定理 6.1.3 得 
aa ”E N. 此 时 , 我 们 可 设 [az,aa] = a9? a8?" ,其 中 (8,p) = 1. 再 考虑 子 群 
= (abas agaf ot), 计算 可 得 


[afas,aza, “” e+] 


= 1. 


nmn3— mA 


=j 
= (ai, a2)" [aa ; az)” (att) |as, a2] 


Bp™3 (a+1)p™2 —ap™2 一 Bpm3 
a3 ay ao a3 


一 1 —1 m 
= p™2 _ BU *v—*(a+1)\p™2 
= a, = (a203 ) 
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所 以 O 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a9 = 1, 其 中 i = 5,6,....7. 并且, 同 理 可 证 明 
[al ,ai] = [a2, ai] = [a3,ai] = 1. 

ar > 5, 我 们 还 可 以 证 明 [ai,aj] = 1, 其 中 4 < i < 7 7. 这 种 情形 下 ， 
G S K x A, 其 中 A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 了 定理 中 的 
(2) 型 群 当 mi > m2 = ms + 1 的 情形 . 

(2) mz = m3. 

首先 我 们 断言 [aa,aal € (a 小 ET, 设 [as,44] = ag? aq?” ,其 中 
(yp) = 1. WFE M = (aa,aaag*”)， 既 不 交换 也 不 正规 矛盾. 所 以 EA 
[a3,a4] = a?” 

我 们 断言 [az, a4] € (ag). HA, 设 [a2, a4] = a2? af?" ,其 中 (7,p) = 
1. WWF N = (a2, a4af) Ehaid 矛盾 .所 以 一 定 有 [a2,a4] = 
abP “， 


= (v-1)"(a— p), W v-a = 5 — p. 计算 可 得 


[aza3,a4a$] = [a2,aa][az, a1]°[a3, a4)[a3, a1]? 
os afr” > ce” age”? a," 


ale See apee e 


= (azaz) 270P"? 


车 (aza3)F-9P"? 41, 则 子 群 (azaz, a40) 既 不 交换 也 不 正规 , 所 以 一 定 
有 


(a2a3) 9-9) =]. 


即 8 = ô, 由 此 可 得 Qa = pv. 车 (B,p) =1, 用 az? 将 换 a4, 我 们 可 不 妨 设 
[a4,a2] = a3”, [a4, a3] = a3”. # mi = ma, 再 用 aga, 替换 as, 我 们 可 不 
妨 [al,a4] = [a2, a4] = [a3, a4] = 1 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1, 其 中 ;= 5,6,...,r. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
fa ai = = [az,a:] = [a3 a:i] = 1, 或 者 当 mi > mi 时 设 [ai, ai] = 1, [ai, a2] = 
ae”, [ai a3] = ay? 

@r> 5, 我 们 还 可 以 断言 faia;j)}=1HRP4A<ci<cjer. ER, 则 
larai, ai ~ 1. 此 时 , FÈ (aiai aj) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 
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设 i 是 使 [ai,az] A 1 的 最 大 的 正 整 数 . 

(i) Æ i= 1, 即 对 所 有 的 4< j <r, WE [ai,a;] = [a2,a;] = [a3,a;] = 1, 
W GSK x A, 其 中 A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 了 定理 
中 的 (2) 型 群 当 mi > me = ms 的 情形 . 

(ii) Æ i > 1, W mi > mi, 并 且 对 所 有 的 i < 了 和 都 有 [aoj] = 
[oz,ojil = [a3,a;] = 1. 我 们 断言 mi = mo, A, FH (aiaz, ai) 既 不 交换 
也 不 正规 , 矛盾. & J = (a2,a3, ai), W J 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 (7) 型 群 当 
mi = m2 > ms 的 情况 . 对 于 1 < k < i, 若 [akaz] 41, 用 apa; ”替换 ak， 
我 们 可 不 妨 设 [ai, ak] = [aa,ak] = [aas,ak] = 1. 这 种 情形 下 , G = J x 4, 其 
中 4 是 满足 exp(A) = p 的 交换 群 。 从 而 我 们 得 到 了 定理 中 的 (7) 型 群 当 
mı = mz > m3 H exp(4) = p™ 的 情形 . 

情形 3: K 与 定理 7.1.3 中 的 (3) 型 群 同 构 . 首先 , 我 们 分 两 种 情形 来 证 明 
K 外 面 一 定 存在 p™ 阶 元 . 

(a) p 为 奇 素数 或 者 nz = m > 1. 

设 ae = age" ae. 则 (azaz P ”“ azh sy =]. 

(b) p= 2, mo = ma = ma = 1. 

我 们 断言 a4, a4a2, aasas 和 aaazas 中 必 有 一 个 2 阶 元 . 若 否 , 我 们 分 三 种 情形 
得 出 矛盾 . (1): a4 = a3. 此 时 , (asaz)? = as, a2] A 1, 所 以 子 群 工 = (a4,a2) 不 
交换 , 从 而 LIG, a3 = [ai, a2] € L, 所 以 我 们 可 设 [aa,az] = a303°. 若 [a4, a2] = 
aa2, 则 子 群 (aiaa, a2) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 , 所 以 只 有 [aa,az] = 03. 此 时 
(asa2)* = a3, (aga2a3)* = [a4a2,a3] = [a4, a3] # 1, 所 以 子 群 M = (a4a2,a3) 
不 交换 从 而 MAG, a3 = [ai,as]a3 E M, 所 以 我 们 可 设 [aa,as] = a3a3°. 
#7 [a4,a3] = a2a3， 则 子 群 (aitaasaz,as) 既 不 交换 也 不 正规 ， 矛 盾 ， 所 以 只 有 
[a4,a3] = aa3， 此 时 (asaz)? = 1, AR. (2): ad = a3. 此 时 , (asaz)? = 
[a4,a3] #1, MAT L = (a4,a3) 不 交换 , 从 而 L IG, a3 = [ai,a3]Ja3 E L, 
所 以 我 们 可 设 [aa,as] = aga3°. 4 [a4,a3] = a3, 则 子 群 (aiaa, a3) BAK 
换 也 不 正规 , 矛盾 , 所 以 只 有 [as, aa] = e303. 此 时 (asas)? = a2a3, (asaz)? = 
a2a3[a4, a2] = [a4a3, a2a3] # 1, 所 以 子 群 M = (a4a3, a203) 不 交换 , 从 而 MAG, 

= [a1,a2a3] E€ M, 所 以 我 们 可 设 [a4, a2a3] = a3 或 a3. 者 (a4, a2a3] = a3, 
则 子 群 (aiaaas,azas) 既 不 交换 也 不 正规 , FIA, 所 以 只 有 [as,a2a3] = a3. 此 
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时 (aaaazas)” = 1, FJA. (3): af = a2a3. 此 时 , (asaza3)? = [a4,a2a3] Æ 1, 所 
DAF L = (aa, azas) 不 交换 , 从 而 LAG, a} = [ai,azas] € L, 所 以 我 们 可 设 
[a4,a2a3] = a3 或 a3. 若 [a4,a203] = a3, 则 子 群 (aias,a2a3) 既 不 交换 也 不 正 
H, 矛盾 , 所 以 只 有 [aa,azas] = a3. 此 时 (a4a2a3)? = a3, (asaz)? = a3[a4, as] = 
[aa, az] 4 1, 所 以 子 群 M = (asa2a3, a2) 不 交换 , 从 而 MAG, a3 = [a1, a2] € M, 
所 以 我 们 可 设 [a4, a2] = a3a2°. 者 (a4, a2] = a3a3, 则 子 群 (a1as4a2a3, a2) BRAS 
交换 也 不 正规 , TA, 所 以 只 有 (a4, a2] = a3. 此 时 (asa2)? = 1, 矛盾 . 

所 以 断言 成 立 , RITR a” = 1 

考虑 子 群 L= (ai, aa), 2 [al ,ad] #1, 则 工 既 不 交换 也 不 正规 ， 所 以 一 定 
有 [a1,a4] = 1. 

我 们 断言 [a3, a4] € (az? a5” *). AFF, BE [as,a4] = (a3 as?” )%az?””, 
其 中 (y,p) = 1. Tie AE a M = (a3, as0f) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

我 们 断言 [az, a4] € (a5 “). A, 设 [a2,a4] = a2? “a8?“, 其 中 (7,p) = 
1. 计算 可 知 子 群 N = Meh 既 不 交换 也 不 正规 ， TE 所 以 一 定 有 
laz, aa] = apP “， 


&6=k'((k+1)a—), 则 k(a 一 6)=B 一 a. 计算 可 得 


[aaas,aaal] =  [ag,aa][a2, a1)" [az, aa][a3, a1]? 


= ah > -2 kp 
= is (a5 


_p™3 kp™2 
a3 d ) (ag? 


7 
a3 aiit 


a3 


mn ma 3 m3 
Qt ô)p al? a)p 
= (azaz) PT9"? 


车 (aza3) PTOP"? 1, 则 子 群 (azaz, asa) 既 不 交换 也 不 正规 , 所 以 一 定 有 


人 = 4 
Al 6 =a. # (8,p) = 1, Ma PB a4, 我 们 可 不 妨 设 [a4,a2] = ag”, 
[a4,a3] = as az”. 车 m1 = ma, EAM asa; 替换 aa, 我 们 可 不 妨 [al ,aa] = 
[a2, a4] = [a3, a4] = 1. 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 op = 1, 其 中 i =5,6,...,r. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
(a1, ai] = [a2,ai] = iai] = = 1, 或 者 当 m > m; 时 设 [aal] = 1, [ai, a2] = 


m3 kp™2 — 
p _ kp 
as, [|ai, a3] = a» As 
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# r > 5, 我 们 还 可 以 证 明 [ai,aj] = 1, 其 中 4<i<j<r. 

设 i 是 使 [ai, az] A 1 的 最 大 的 正 整 数 . 

(i) Æ i = 1, 即 对 所 有 的 4< j <r, MFA [ai,a;] = [az,a;] = [as,aj] = 1, 
WW GSK xA, 其 中 4 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 
的 (3) 型 群 . 

(ii) Ai > 1, Wmi > ni 并且 对 所 有 的 4<7 和 ,都 有 [ali,aj] = [az,aj] = 
[aa,aj] = 1. 我 们 断言 mi = mo, 若 否 , TE (aia2,ai) 既 不 交换 也 不 正规 ， 巴 
盾 . © J = (a2,03,0:), W J 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 (8) RE Lk <1, 若 
[ak,az] #1, 用 apap? AM ak, 我 们 可 不 妨 设 (ai, ak] = [az,ak] = [aa,ak] = 1. 
这 种 情形 下 , GSJ x A, 其 中 4 是 满足 exp(A) = p”? 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 
到 定理 中 的 (8) 型 群 当 exp(4) = p™ 得 情形 . 

情形 4: K 与 定理 7.1.3 中 的 (4) 型 群 同 构 . 首先 , 我 们 分 两 种 情形 来 证 明 
K 外 面 一 定 存 在 p”“ 阶 元 . 

(a) p 为 奇 素数 或 者 m2 > 1. 

设 a? me a. 一 acP af Bp? 则 nae "aren )P ”一 1 

(bh) p= 2) ma = mg = m = 1. 

BE ai = af?" a29, 则 (asa? ™ P = a29. 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 a? = a}. 

RIIE asaz, asaz 和 asaza3 中 必 有 一 个 元 素 z 使 得 x? € la? y, 从 而 
z 或 za?” ”是 二 阶 元 . 若 否 , 由 (asaz)? = [as, a2] (of ” ) 可 得 , FR L = 
(aa, a2) 不 交换 从 而 由 定理 6.1.3 得 az € L. 所 以 我 们 有 [aa,aa] =a? a3. 
此 时 , FE (asaz, aza? | ) a X SA. 

所 以 断言 成 立 , 我 们 可 不 妨 设 of” = 1. 易 知 此 时 必 有 as, n= = j; 

我 们 断言 [a1, a4] € (a3). HA, 设 [ai,aa] =a aa., 其 中 (7,p) = 
1. 计算 可 知 子 群 M = (a, a403") 既 不 交换 也 不 正规 ,了 矛盾， 所 以 我 们 可 设 
oisad = a3 

我 们 断言 i, el o) HT, B [a2, a4] = a2?“af?“, 其 中 (7,p) = 
1. 计算 可 知 子 群 N = (aj ze “a2,aaa3”) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 .所 以 我 
们 可 设 [az,as] = af”. 

我 们 再 断言 [az,aa] = 1. GR, W (28,p) = 1. GHA m > mz WF 
群 O = (a1a2,a4a,°) 既 不 交换 也 不 正规 ， 了 矛盾 ; 若 m2 = m > 1, 则 子 群 
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= (a102, a405 “) 既 不 交换 也 不 正规 , FA. 

若 m3 = m4, 用 asaz* 替换 as, 我 们 可 不 妨 设 [al,aa] = 1. 若 m3 > ma 
H [a1,a4] 41, 用 as Wi 4 PRES a4, 我 们 可 不 妨 设 [ai, ad] = 03". 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a9 ”= 1, 其 中 i = 5,6,...,r. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
[az,ai] = [aa,ai] = 1, [a1, a4] = 1 或 者 当 ms > m 时 设 [al,a4] = ap” 

Br >5,RM4<i<jcr. 因为 子 群 (ai,a;) 不 包含 G', 所 以 由 定理 6.1.3 
可 知 [araz] = 1, 

设 i 是 使 [a1,ai] = a3 ”的 最 大 的 正 整 数 . 

(i) 4 i = 3, 即 对 所 有 的 4< j <r, MFA [ai,a;] = [a2,a;] = [a3,a;] = 1, 
N GSK x A, 其 中 A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ， 从 而 我 们 得 到 定理 中 
的 (4) 型 群 当 exp(4) < ps 时 的 情形 . 

(ii) 若 > 3, W m3 > mi, 并 且 对 所 有 的 i< j <r, PFA [aaj] = 
[laz,a;] = [a3,a;j] = 1. & J = (a1,az,Qai), W J 仍 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 
(4) WH. MF 3 < 上 <i, Æ [aak] #1, 用 ara; 替换 ar, 我 们 可 不 妨 设 
[ali,ak] = [az,ak] = [as,ax] = 1， 这 种 情形 下 , G SJ x 4, 其 中 A 是 满足 
p™ <exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 (4) 型 群 exp(A) > p™s 
时 的 情形 . 

情形 5: K 与 定理 7.1.3 中 的 (5) SRAM. 首先 , 我 们 分 两 种 情形 来 证 明 
K 外 面 一 定 存 在 p™ 阶 元 . 

(a) p HARARE mz > 1. 

设 ae" = ill air” my (asap°? ——- yp™4 = 

(b) p= 2, m3 = ma = 1. 先 假设 K 外 不 存在 2 阶 元 . 

设 a? = ag? ge, 则 (asa? Éi = az” .所 以 , 我 们 可 不 妨 设 ad = a3. 
此 时 (aaa? )?= 二 ad a3. 因为 aas 不 是 2 阶 元 , 所 以 [aa,as] = (asa3)* # 
1. 从 而 子 群 -= = (a4, a3) 正规 因而 oz = [alyas] E L, l (asa3)? = 
[aa， a3] = = a?” W (asaza? ” f 为 二 阶 元 , 矛盾 . E a4, a3| = = a?” ' ah, 则 子 群 
(aaaz ,a3a?”!”) © Qs 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 

所 以 断言 成 立 , 我 们 可 不 妨 设 a? ”= 1. 易 知 此 时 必 有 [a2,a4] = 1. 同 理 ， 
也 有 [a2a3,a4] = 1, 从 而 [a3, a4] = 1. 

设 [aaa] = a9? “asp “. 车 (ap) = 1, WFR M = (a1, 0403") BEA 
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oe 矛盾 ， 所 以 我 们 可 设 [aa,aa] = a8?“”. 车 (8,p) = 1, WFE 

= (aliasetaeasaa) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 所 以 , 一 定 有 [ai,a4] = 1. 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1, 其 中 i = 5,6,...,r， 并 且 , 同 理 可 证 明 
(a1, ai] = [a2, ai] = [a3, ai] = 1. 

车 7 > 5, 我 们 还 可 以 证 明 lai,aj)=1HP4<i<j<r. 这 种 情形 下 ， 
GSK xA, EF AWE exp(A) < p” 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 了 定理 中 的 
(5) 型 群 . 

情形 6: K 与 定理 7.1.3 中 的 (6) AREH. 首先, 我 们 分 两 种 情形 来 证 明 
K 外面 一 定 存在 p™ 阶 元 . 

(a) p 为 奇 素数 或 者 m2 > 1. 

设 ap" = acP abr | 则 (aag T T azor “4 eo si 

(b) p = 2, mz = m3 = ma = 1. 此 时 m1 = 2. 先 假设 K 外 不 存在 2 阶 元 . 

设 a? = aiea2 , 则 (asa?*)? = a2*， 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 a4 = a3. 此 时 
(a407)? = afa3. 因为 asaz 不 是 2 BIC, 所 以 [a4,a2] = (aaa2)” 关 1, 因而 由 定 
理 6.1.3 可 得 at € (a2,a4). 若 (a4a2)? = [a4,a2] = at, W (asaza?) 为 二 阶 元 ， 
矛盾 . 车 (as, a2] = afas, 则 子 群 (aaai,azali) = Qs 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

所 以 断言 成 立 , 我 们 可 不 妨 设 4 ”= 1. 易 知 此 时 必 有 [a3,a4] = 1. 

我 们 断言 [ai, aa] E (a8). 若 否 , 设 [ai,aa] = a}? a2p“, 其 中 (y,p) = 
1. WF M = (a1,aaa3“) 既 不 交换 也 不 正规 , AUR. 所 以 我 们 可 设 [ai a4] = 


m 
as” 


我 们 断言 [az, aa] e (a? '). ÆT, 设 az, a4] = a2? “at ,其 中 (7,p) = 
1. 则 子 群 N = (a2, 0.03”) Eset 矛盾 . 所 以 我 们 可 设 [az, a4] = 
gee”, 

我 们 再 断言 a = 8 (mod p). AFF, WITH O = (aia2,asa,%) 既 不 交换 也 
不 正规 , 矛盾 . 

G m3 = m4, 用 Q4Q3 ” 替换 Q4) 我 们 可 不 妨 设 [a1, a4] 一 [a2, aa] = 1. 5 
m3 > ma H (ai, a4] 41, 用 as WETEA aa, 我 们 可 不 妨 设 [a1,a4] = 
ab”, 此 时 必 有 [a2,a4] =a?’ . 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1, 其 中 i = 5,6,...,r. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
(a3, ai] = 1, [a1 ai] = [a2, ai] = 1 或 者 当 ms > mi 时 不 妨 设 [aa,ai] = a 同 
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时 faz, ai] =a? ". 

ar>5,w4<i<jcr. 因为 子 群 (4i,a;) 不 包含 G, 所 以 由 定理 6.1.3 
Ay A [ai,a;] = 1. 

设 i 是 使 [ai,a] = ah ”的 最 大 的 正 整 数 . 

(i) Ai = 3, 即 对 所 有 的 4< 7 <r, MA [aiaz] = [a2,a;] = [a3,a;] = 1, 
W OGS Kx A, 其 中 4 RE exp(A) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 
的 (6) 型 群 当 exp(4) < p™ 时 的 情形 . 

(ii) # i > 3, W m3 > mi 并 且 对 所 有 的 i < j <r, WA [ai,a;] = 
[a2,aj] = lasaojl = 1. 令 了 = (aiazai)y W J 仍 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 
(6) 型 群 ， 对 于 3 和 大 < i, GS [anar] 4 1, Bara,’ Aw ar, 我 们 可 不 
妨 设 [aiak] = [az,ak] = [as,ak] = 1. 这 种 情形 下 , G = J x A, 其 中 4 
是 满足 PP < exp(4) 和 p™ 的 交换 群 ， 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 (6) 型 群 当 
exp(A) > p™ 时 的 情形 . 

情形 7: K 与 定理 7.1.3 中 的 (7) 型 群 同 构 . 

Bae ”= acsP bP? | 则 


—ap™1 -mą nF -må en 


(a4a, =e 


我 们 用 asa P "ta, OP"? ”来 替换 aa, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所 以 , 我 
们 可 不 妨 设 a ”= 1. 易 知 此 时 必 有 (a3, 04] = 1. 

我 们 断言 [a1,a4] E (aR “). ET, 设 aaa] = ai agr, 其 中 (yp) = 
1. 则 子 群 M = (a1,asaa3") 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 所 以 我 们 可 设 [aaa] = 
ae. 

我 们 断言 [oz, aa] € (a2). 车 否 , BH [a2,a4] = aog “at ,其 中 (y,p) = 
1. 则 子 群 N = (az,asa3”《) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 所 以 我 们 可 设 [a2, a4] = 
afr”, 

我 们 再 断言 av = 8 (mod p). 47, 则 子 群 O = (aiaz, a4a3 °) 既 不 交换 也 
不 正规 , 矛盾 . 

4 m3 = m4, 用 asaz” HR aa, 我 们 可 不 妨 设 [ai,a4a] = 1. A m3 > ma 
H [fai,ad] 41, 用 a4 GR 4AM as, 我 们 可 不 妨 设 [ai,aa] = a2”, 此 
时 必 有 laz aa] = at? 
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同 理 , 我 们 可 不 妨 设 op “” = 1, 其 中 i = 5,6,...,r. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
[a3,Qi] = 1, [ai, ai] = [az,ai] = 1 或 者 当 m3 > m 时 不 妨 设 [al,ai] = a, 同 
时 [az, ai] = ah? 

Br>5,h4<i<jcr. RATE (aiaj) 不 包含 G , 所 以 由 定理 6.1.3 
可 知 [ai,a;] = 1. 

设 i 是 使 [a1,ai] = a3 ”的 最 大 的 正 整 数 . 

(i) Æ i = 3, 即 对 所 有 的 4< j <r, 都 有 [aaj] = [a2,a;] = [a3,a;] = 1, 
WW GS K x A, 其 中 A 是 满足 exp(4) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 
HY (7) 型 群 当 exp(A) < p™3 时 的 情形 . 

(ii) Gi > 3, Wms > m 并 且 对 所 有 的 i < j <r, MA [ai,aj] = 
[laz,a;] = [a3,a;] = 1. $ J = (a1,Q2,ai), W J 仍 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 
(7) 型 群 ， 对 于 3 < k < i, S [u,a] 4 1, 用 aca,’ 替换 ar, 我 们 可 不 
妨 设 [ai ak] = [az,ak] = [aaak] = 1. 这 种 情形 下 , G 兰 J x 4, 其 中 4 
是 满足 p™ < exp(4) < p™ 的 交换 群 ， 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 (7) 型 群 当 
exp(A) > p™ 时 的 情形 . 当 mi = m2 > ma 时 , A 还 满足 exp(4) < p™?. 

情形 8: K 与 定理 7.1.3 中 的 (8) 型 群 同 构 . 

设 a9 “二 a9? “asp “, 则 


—ap™1 -m4 ao yp 


(aa, = iL 


我 们 用 asa P “azpp ”来 替换 a4, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所 以 , 我 
们 可 不 妨 设 a? “= 1. Hast a [a3, a4] = 1. 


我 们 断言 [ai,aa] € ( ). ET, 设 [ai aa] = ap ”a9?”, 其 中 (Y,p) = 
1. WF M = "jii , fidesi 矛盾 . 所 以 我 们 可 设 [a1,a4] = 
dsp 


我 们 断言 [a2, a4] € (at? “azP“). 车 否 , 设 [a2,a4] = a32 (ak? azp)9， 
其 中 (>,p) = 1. WFP N = (az,asa3”) 既 不 交换 也 不 正规 , TH. 所 以 我 们 可 
设 [az aa] = (at? az?” )?. 

我 们 再 断言 a = B (mod p). ET, 则 子 群 O = (a1a2z,asa3“) 既 不 交换 也 
不 正规 , FA. 

4 m3 = ma, 用 asaz” FR as, 我 们 可 不 妨 设 [al,oa4] = 1. 着 ma > ma 
H [a1,a4] 41, 用 as WEIREN a4, 我 们 可 不 妨 设 [a1,a4] = a3”, 此 
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时 必 有 Jaz, aa) = ak?” as?” 

同 理 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1, 其 中 ;= 5,6,....7. 并 且 , 同 理 可 不 妨 设 
[aa,ai] = 1, [aail = [a2, ai] = 1 REH ma > mi 时 不 妨 设 [a ai] = a3” A 
时 [az,ai] = af" ‘ane * 

Br>5,RA<i<j<cr. BATH (aiaj) 不 包含 G, 所 以 由 定理 6.1.3 
可 知 [aiaj] = 1. 

设 i 是 使 [a1,ai] = 03” 的 最 大 的 正 整数 . 

(i) 若 ;=3, 即 对 所 有 的 4 和 7 入 r, 都 有 [ai,oj] = [a2,a;] = [a3,a;] = 1, 
则 G 兰 Kx4, 其 中 4 是 满足 exp(4) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 
的 (8) 型 群 当 exp(4) < p™ 的 情形 . 

(ii) # i > 3, W ms > mi 并 且 对 所 有 的 i < j <r, 都 有 [ai,oj] = 
[az2,a;] = [a3,a;] = 1. $ J = (a1,az,ai), W J 仍 同 构 于 定理 7.1.3 中 的 
(8) MH. MF 3 <k < i, # [aak] 4 1, 用 aka; FR ax, 我 们 可 不 
妨 设 [ai ak] = [aa,ak] = [aa,ak] = 1， 这 种 情形 下 , G 兰 J x 4, 其 中 4 
是 满足 p™ < exp(4) < p™ 的 交换 群 . 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 (8) 型 群 当 
p™ < exp(4) < p™ 的 情形 . 口 


定理 7.1.5. 下 面 的 群 都 是 有 限 亚 Hamilton p 群 , c(G) =2, G' 为 p? 阶 初 
等 交换 卫 群 .不 同类 型 是 互 不 同 构 的 ， 同一 类 型 对 于 不 同 的 参数 (m1,m2,m3) 
或 者 不 同 的 交换 群 4 也 是 互 不 同 构 的 . 为 了 研究 方便 , 我 们 把 它们 分 为 4 种 类 
型 : 
(la) G = K x A. AY K = (aj, Gavia | a} METE ae 一 = 
1, [a1, a2] = a5” ,[a1, a3] = as ,[az2,a3] = at), RP pAFK 
Kv 是 一 个 国定 的 模 也 的 平方 非 剩 余 , mi = m =m + 1; A 是 满 
R exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


+1 +1 m3+1 
(lb) G=K xA. #¥ K = la, azna3 |2" =” =g" = 
77 m 
1, [a1, a2] =a?” ,[a1, a3] = a? T iP”? Jaz, a3) =a?" )》 KP m = 


mz = m3 +1. # p= 2, A| l = 1; # p > 2, A 4l = g?”*' — 1, 
r=1,2,...,5(p—1), g RR p 的 最 小 原 根 ; A 是 满足 exp(A) < p™ 
的 交换 群 ; 

my+1 mgt+l m3+l 


(2) G =K XA. 其 中 i = (a1, 42, a3 | af = Ge =a = 
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1, [a1, a2] = a?™” ,[a1,a3] 三 ag2 “,[aa,as] = a? 》 RY p AFK 
Kv 是 一 个 固定 的 模 Dp 的 平方 非 剩余 , mi =m2+1=m34+1;A 
是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


T +1 me 1 Tt +1 
(3) GSKxA. 甘 中 K = (@,a2,a3 | a? OT sa itt 
mis E eae wtih nL 
1, {a1,a2] = af ，[aiaal = a3” ‘a37 [aaaal = af), 其 中 


mı = m +1 = m +1, # p AFK, M1+4k LR p HF 
方 非 剩 余 ; HB p= 二 2, 则 上 二 1; A 是 满足 exp(A) <p” 的 交换 群 ; 
(4) G=KxA. 其 中 K = (a1, 02,03 | aî = a2 = a3 = 1, [a1, a2] = 


a3, (a1, a3] = aĝa, (a2, a3] = a2a3); exp(A) < 2. 


证 明 ”我 们 首先 证 明定 理 中 的 群 的 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 都 正规 ， 从 而 由 
定理 6.1.1 可 知 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 。 对 于 这 些 群 , 我 们 都 有 Z(G) = 
&(K) x A, 从 而 G 的 所 有 二 元 生成 的 非 交 换 子 群 只 可 能 为 以 下 几 种 : 第 一 种 ， 
N = (azz,asy), HP x,y € Z(G); 第 二 种 , N = (aiadz, azy), 其 中 zy € Z(G); 
第 三 种 , N = (a1a37,a2a$y), 其 中 x,y E Z(G). 下 面 我 们 分 情况 讨论 : 

(la) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 ，N = (azz,a3y), 其 中 zy € Z(G). Whit, N’ = (a? '). BA 
ae” = (azz)? ™? EN. SHH y E (az a8?) < N, 所 以 oa 一 
(aay)? *y-?? EN, Kilt G’< N, NAG. 

第 二 种 ，N = (aia2z,aszy), 其 中 z,y € Z(G). WH, N’ = (人 “和 
易 知 o ai”? = (aia3z)?”” © N. 因为 ”是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 , 所 以 
(ap ab?) = (a a? ai az”) N. 又 因为 yr € (ay ag YS 
N, 所 以 

ay” = (aay) yy? EN. 
从 而 G SN, NAG. 
第 三 种 , N = (aia2z,aza$y), 其 中 zy € Z(G). JEM, 


N’= (a, IP g kyr? ge), 
MAW a?” = (aiaiz)zP € N fil ab” = (anaky)?”"? EN, HUG <N, KM 


而 N aG. 
(1b) 型 群 的 讨论 : 
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第 一 种 ，N = (azx,a3y), 其 中 xz,y € Z(G). 此 时 ，N' = (ao? “)、 易 知 
ay” = (osz)jP”E N. XAH yP™ e (af ag) < N, HU ah” = 
(azy) y ? € N, AM Œ SN, N AG. 

rid phe = = (a103, aay), 其 中 zy € Z(G). 此 时 , N’ = (aC tP" ip), 
易 知 a aP” = (ayahax)?"? € N. 因为 1+ 业 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 人 
所 以 关于 i WAI i? +i 一 1 = 0 (mod p) 无 解 ， 从 而 (az ,a?”*) = 
Gi OP oP?) < N. 又 因为 PP ”EE (ar ak”) < N, 所 以 
ab > = (asy). or € N, AM G'S N, NAG. 


第 三 种 , N = (aialz,aazasy), 其 中 xz,y € Z(G). 此 时 ， 


(k—j)p™1 klp™2 p™3 
N = (a; az as ). 


又 因为 a? ”= (aya}r)?"' EN 和 中 ”= (azasy)?”? e N, 所 以 G <N, JA 
而 NG. 

(2) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 N = (azx,aay), 其 中 x,y € Z(G). Wh, N’ = (a? ')， 因 为 
a?” e (a?) =N' fly?’ € (az “》 = N' ,所 以 有 ae” = (azz)P “7z-P ”E 
N 和 轨 “= (azy) yr? EN, 从 而 G' < N, NAG. 

第 二 种 , N = (a1a37X,a3y), 其 中 zx,y € Z(G). 此 时 , N’ = ay e up p’ 易 
知 “=(aiasz)pP” € N, Kitt (a? ' ak") < N. 又 因为 ye 《apm < 
N, PRA a8 ™ = (agy)?”?y-?”"? EN 从 而 G << N, NAG. 

第 三 种 ，N = (aage, aza3y), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ， 


f ae fps hep? ps 
N = (a; ds as y. 


ma gm3 


易 知 a P 一 = (aiadz)z P EN, Miia ave aa EN. WA y’ m E (ap “) Ta 
N, 所 以 昭 “as = (aza§y) P y P™ E N. 又 因为 v 是 一 个 模 p 的 平方 非 
剩余 ， 所 区 (ao ae) = Cgraakpma he oe” "Y<N. 所 以 G' < N, 从 而 
NAG. 

(3) 型 群 的 讨论 : 

第 一 种 ，N = (azz,a3y), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ，N' = (他 ) 因为 
re efai =N Ry € (at *) = N', BRAG aR” = (a)? a"? e 
N M ak = (aay) ™ y ?™ EN, Milt G SN, NAG. 
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第 二 种 , N = (aiar, asy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ， 


/ — ip™1 kp™2 —p™3 
N =(a~ a? “ay }- 


易 知 ap = (alasz)jz € N, 从 而 (a? WP ag? < N. 又 因为 加 ”6 
(a? ia < N, 所 以 a3 "3 = (azy). yr? EN. 从 而 G <N, NAG. 
第 三 种 , N = (aia37z,a2asy), 其 中 x,y € Z(G). 此 时 ， 


N= (aT7P pall apy. 
HH a”! = (maje) ™ € N, 所 以 (a9 ak “a4 Dr) yy?” e 
(a?) < N, 所 以 ab” aP = (azahy) P y P™ E N. NAX 1+4k 是 一 个 
模 p 的 平方 非 剩 余 , 所 以 关于 ! 的 同 余 方程 +1—1=0 (mod p) 无 解 , 从 而 
(ae? ae?) = (a9 “atp ,akp ad”) N. 所 以 G' <N, MTN aG. 

(4) 型 群 的 讨论 略 . 

下 面 我 们 说 明 这 些 群 都 是 互 不 同 构 的 . 

首先 , 因为 这 些 群 都 有 G/G = (a1) x (ā2) x (a3) x A, 所以, 如 果 有 两 个 群 
同 构 , 必 有 相同 的 参数 mi, m, m 以 及 同 构 的 交换 群 4. 因此 , 我 们 只 剩 下 两 
种 情况 需要 证 明 : 

一 . (2) 型 群 与 (3) 型 群 互 不 同 构 . 

对 于 (2) BH, G/Um, (G) 与 定理 7.1.2 中 的 (Ib) 型 群 同 构 ; 对 于 (3) BU, 
G/Om,(G) 与 定理 7.1.2 中 的 (Ic) 型 群 同 构 . 所 以 (2) 型 群 与 (3) 型 群 也 互 不 同 
构 . 

Z. (la) 型 群 与 (1b) 型 群 互 不 同 构 , 并 且 不 同 参数 ! 对 应 得 (1b) 型 群 也 互 
不 同 构 . | 

我 们 只 需要 处 理 p 为 奇 素数 的 情形 . + m = ms, 将 这 两 种 类 型 群 中 的 K 
用 统一 的 形式 写成 : K = (a1, a2, a3 | ae ee = ah” =1,l[a,a2] = 
a” ,[a2, a3] =a” , [a1, a3] = az az ), Heep P + 47 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

= (a1,a2,a3, A) 和 G = (@1, 42,43, A) 是 满足 以 上 条 件 的 两 个 群 , 参 
RAGA (1,3) 和 (i, 7’). E C 与 G 同 构 , 我 们 设 6 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 映 
射 . 因为 Qm4i(G), Z(G) 以 及 m+ (G) A Z(G) EG R G 的 特征 子 群 , 我们 
有 Qnrnii(G) =Qn+i(G), Z(G)’ = Z(G). 
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从 而 , 我 们 可 设 af = ake, af = ajazy, af = alatz, 其 中 x € Z(G), 
Y,z€ Qmn+1(G), t, ru 一 us 都 与 卫 ER. 


由 [a$, a3°] = [a2,63]" = ary 可 得 


+1 
[aia2y, azz] = (avayz)? ; 


- m+ Lite ptt m+1 i m+1 
即 atejp” qitsittr)p™™” = atp” axp” ,比较 指数 可 得 
u = tsj (mod p),v = tsi+tr (mod p). (1) 


= 7 = _ ahh +1 _4/,,m+1 P 
再 由 (a2, a3°] = [ā1, d3]? = (aa? air ye 可 得 


十 1 A 


, . +1 
[ayayz, atz] =(azazy)?” (agata) P". 


: m+1 (itv m+1 yal /\ om -/ sfy.m+1 5 ' 
Bp aftr" tp — git turer gies tere .比较 指数 可 得 到 以 下 式 
x, 


rj + ui’ = jtv (mod p) 
Sr (2) 
sj + vi = itv + tu (mod p) 
由 (2) 解 得 ， 
it 
7 "ia = * | cmoa p) 
8 tu + itv v 
r uly r jtv 
i= (mod p) 
S v s tu+itv 
将 (1) RA, 有 
(rv—su)j’ = jtv? — tu? —ituv (mod p) 
= jtu(tsi + tr) — tu(tsj) — it(tsj)v 
= (rv — su)jt? 
(rv — suji) = rtu + ritv — sjtv (mod p) 


= rtu + ritv — uv 


rtu + ritv — u(tsi + tr) 


= (ru 一 su)it 


由 于 (rv 一 su, p) = 1, RITE 7’ = jt? (mod p) il i’ = it (mod p). 
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因为 (la) 型 群 的 参数 (i,7) 为 (0,v), 而 (lb) 型 群 的 参数 (0j) 为 (1,1), 
不 满足 上 述 条 件 , 所 以 (la) 型 群 和 (1b) 型 群 不 同 构 . 容易 看 出 , 4 i=i = 1 时 ， 
满足 上 述 条 件 的 参数 也 一 定 满足 7 = j (mod p), 所 以 两 个 不 同 参数 ! 的 (1b) 
型 群 也 互 不 同 构 . 口 


定理 7.1.6. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . = G' 是 p 阶 的 初等 交换 群 ， 
c(G) =2 E d(G) =3, MG 为 定理 7.1.5 中 的 满足 d(G) = 3 4H, Bp: 


(la) 


(1b) 


(2) 


(3) 


(4) 


证 明 
GIC = 


parti 


rm2 十 ] 
G = (alazaa | a = a. 


3+1 
= "i = 1,[a1,a2] = 


ae” [aias] = ay”, (a2,a3] = a? |), HP p AF HM, v 是 一 
个 国定 的 模 了 的 平方 非 剩 余 , mi = m = m3 + l; 


p 
2 


G = (a1,a2,a3 | or = ae = ap" T = 1 fünü] = 
ae” [a1,a3] = a? al?” ,[a2,a3] = a? ), RP m = m = 
mı +l. # p= 2, Wl = 1; $ p > 2, M 4l = gt - 1, 
r=1,2,...,5(p—1), g RR p 的 最 小 原 根 ; 

G = i | at =r = ae = ae = i feaa] = 


ae” ,[a1, a3] = aye”? (a2, a3] = ab” Y, 其 中 p 为 奇 素数 ， y 是 一 
个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , m = 二 m2 十 1 = 二 m3 十 1; 


Ta21 十 1 mot+l na23 十 1 
= P = P =z P _ = 
G = (a1, a2, a3 | ai = ag = ag 二 i, (a1, az] = 
ae 


ae” fay,a3] = ak? az?” , [a2,a3] = j 其 中 mi = m+ 


l=m3+1,# p 为 奇 素数 , 则 1 十 4K pg 的 平方 非 剩余 ; $ p=2, 
Rl k= L; 
G = (äu 2,03 | a = es = a4 = 1, [a1, a2] = a3, (ai, a3] a 


Q2a3， [a2, a3] = a1a2). 


设 G/G 的 型 不 变量 为 (p™,p™,p™), 其 中 m 之 m > ms, 


(aQq1G') x (a2G’) x (a3G’), 其 中 o(aiG’) = p™, i = 1,2,3. 则 G = 


(a1,a2,a3). 车 mi = 1, W G Æ p? 阶 群 ,此 时 由 定理 6.1.3 可 知 , G 的 非 交 换 子 
群 只 能 是 p” 阶 群 , 从 而 G 是 Ao 群 . 由 定理 4.6.1 可 知 , G 只 能 是 定理 中 的 (4) 
型 群 . 以 下 我 们 设 m1 > 1. 

因为 |G"| 三 六 ,所 以 G = (lai,a2]) x ([a1,@3]) x ([a2,@3]). & x = [a2, a3), 
G = G/(z), & = ai(z), HP i = 1,2,3. W G 满足 定理 7.1.3 的 条 件 , 并 且 满 
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E [G2,G3] = 1. 从 而 由 定理 7.1.3 的 证 明 过 程 可 知 G 只 可 能 为 定理 7.1.3 中 的 
(1)-(5) 型 群 . 若 G 为 定理 7.1.3 中 的 (4) 型 或 (5) 型 群 , 则 子 群 (az, a3) 既 不 交 
换 也 不 正规 . 所 以 G 只 可 能 为 定理 7.1.3 中 的 (1)-(3) 型 群 . 以 下 我 们 分 三 种 情 
形 讨论 : 

情形 1: G 与 定理 7.1.3 中 的 (1) 型 群 同 构 . 

此 时 mi > mz = ms + 1, G = (a1,Q2,Q3) 满足 以 下 关系 : 


pm. o i part _ jp 到 3 十 1 = 
=T ,a5 = Q3 =, 


[a1,a2] = a8 x’, [a1, a3] = a8” z", [a2,a3] = =. 


由 定理 6.1.3, G' = (a9 “,a9”,z) 在 每 个 非 交换 子 群 中 , 所 以 (i,p) = 1, 即 
G= k ,二 ,本 
我 们 断言 mi = mo. 若 否 , 则 子 群 L= (az, a30?) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 
Hl Re, (asai 9”)? = aP" ri. 用 agai IP 替换 as, 我 们 可 不 妨 设 
[a1 a2] = as “. 此 时 我 们 有 


[a1,a2] =a?” ,{a1,a3] =a? “asp [aaasl 一 ai p 


为 了 运算 方便 , 我 们 再 添加 一 个 参数 , 不 妨 设 G = (ai, a2,a3) 满足 以 下 关 
系 : 


lai, a2] = ab” ` las, a3| = = a? ap , [a2, a3] = gir A 5 


其 中 , (jp) = 1, (k,p) = 1. 
设 G 的 非 交 换 的 两 个 元 素 分 别 为 x = a?aga3g 和 y = a8a3h， 其 中 
a, B,y,0,7 =0,1,...,p— 1, g,h E $B(G). Æ a = 0, BRE (x,y) BS GC’, 从 而 
正规 . # (a,p) = 1, 可 不 妨 设 a = 1. 此 时 , 车 (o,p) = 1, 也 可 验证 (x,y) 包含 
G ,从 而 正规 . 4 o= 0 时 , MA AMRT=1Ay=0, Nae aliagg,y = dah. 
HAEE [xy] = ay PP ay. Be APM = a ag, I G < (ey) 
且 仅 当 对 所 有 的 2, 
i+kG j 0 
1 B 0 |Æ0 (mod p). 
C d 1 
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即 关 于 的 同 余 方程 kB? 十 iB 一 j 三 0 (mod p) 无 解 . Hp = 2, HF J =k=1, 
MALA i=1, 从 而 G 定理 中 的 (1b) 型 群 当 p= 2 的 情形 . 

WER p 为 奇 素数 , 则 上 述 同 余 方 程 无 解 等 价 于 P + A4kj HR p 的 平方 非 
剩余 . 

it bı = ajagas, b2 = avasay,b3 = a3 HH z = rv — su, RP r,s,t,u,v, w 
是 一 些 合适 的 非 负 整数 且 p+ z, 则 仍 有 (br, ba] = 08"°. 计算 可 得 


k mi 
Ft itla )P 


‘nm ; mi an ID 
本 


[ai ,ps] = [aja5,a3]” = 


BE [bi, ba] = b1 tP”? bot? 和 [bo, ba] = b1 P™. WE i? + 4kiji 是 模 p 的 平 
方 非 剩 余 , H 


a(ri+sk)=rii+uji (mod p) (1) 
rrj = si, +071 (mod p) (2) 
x(ui + vk) = rki (mod p) (3) 
tuj = ski (mod p) (4) 
即 
r 8 t J i 7 r 8 
= d p). 
(5G 22 1) e 
2 i J = ùi Ji u Ses 
则 x al". 3 (mod p). 因此 kiji = x*kj (mod p). 也 有 
1 


i 71 o T 8 2 J v —8 i 
即 = & T mod p), 
2 | ruit+ suk—ruj —rsi—s*k+r7j 
即 全 soil = ‘2 (mod p). 则 
kı 0 uvi +u k — uj —sui— svk + ruj 
i) = rvi + svk — ruj (mod p) (5) 
j= —rsi—-s3°k+r?°j (modp) (6) 
ky = uvi + vk — uj (mod p) (7) 
= —sui — suk +ruj (mod p) (8) 
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由 (5) 和 (8) 得 到 
ii =ixr (modp) (5') 


子 情形 1: i= 0. Wi = 0 AM ki = v?°k-—u?’j (mod p), ji = r°j — 
sk (mod p). 

(i): 大 是 模 p 的 平方 剩余 . 则 7 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 . 在 此 情形 , 存在 
整数 vo, ro 满足 vi 三 1 (mod p) # r6j =v (mod p), 其 中 v 是 一 个 固定 的 
模 p 的 平方 非 剩 余 . $ r= rov = v Mu=s=0, 8) ki =-1A A =v. W 

= (bı, b2,b3) 与 定理 中 的 (la) 型 群 同 构 . 

(ii): k ERR p 的 平方 非 剩余 . 则 7 ER p 的 平方 剩余 . 在 此 情形 , 存在 整数 
vo, Uo 满足 vok =n (mod p) 和 ?207 三 1 (mod p), 其 中 7 是 一 个 最 小 的 模 p 
的 平方 非 剩 余 (也 就 是 说 ,7 一 1 是 一 个 模 p 的 平方 剩余 ). 

& r = uon, s = v = vo Al u = uo, 计算 可 得 = n- 1 ER p 的 平方 剩余 ， 
AmA (i). 


子 情形 2: (i p) = 1. 

(i): 大 是 模 的 平方 剩余 . 设 v = vo 满足 kog = 1. & r = i tkv, v = vo 和 
s=u=0, WRIA z= i'i =1,k1 = 1,91: =i 7kj. 从 而 G = (bi, bo, bs) 
与 定理 中 的 (1b) 型 群 同 构 , 其 中 ! =i kj (mod p). 

(ii): 大 是 模 p 的 平方 非 剩余 且 一 j 是 一 个 模 p 的 平方 剩余 . 令 -j =e’, 
r=u=e7 ',s=e ',v=0, URNA r =i i = 1, ki = 1, fy =i 7k. 从 
而 G = (bi, b2,b3) 与 定理 中 的 (1b) 型 群 同 构 , 其 中 1 三 i ?kj (mod p). 

(iii): 有 和 一 7 都 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 设 7 是 最 小 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , 也 就 
是 说 , n—1 ER p 的 平方 剩余 . 在 此 情形 , 存在 整数 vo, ro WE vok =n (mod p) 
和 一 767 =n (mod p). AA © +4kj Bp 的 平方 非 剩余 , 所 以 nli? +4kj) 是 一 个 
平方 . WH n(i?—4n?) = e?, r = 二 rvo(i—e),s = —2von, u = —2ron, v = rove(i+e). 
WW 2 = —rõvon e’ (n — 1). 计算 可 得 ki = rpvge?(n — 1) 是 一 个 模 p 的 平方 剩 
a, 从 而 可 转化 为 (i). 


情形 2: G 与 定理 7.1.3 中 的 (2) 型 群 同 构 . 
此 时 p 为 奇 素数 , v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , G = (a, az,as) 满足 
以 下 关系 : 


my i 2 十 1 7723 十 1 ` 
= vi, =f, 
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[a1, a2] = a2” x), [a1, a3] = ay?” 


E m > m = m +1, 与 情形 1 类 似 可 证 明 G 与 定理 中 的 (1a) 型 或 (1b) 
型 群 同 构 . 以 下 我 们 设 mi > m2 = ms. 

由 定理 61.3，C' = (a " ay, x) 在 每 个 非 交 换 子 群 中 , 所 以 (i,p) = 1, 
BIG’ = (af ah ,a8 ). 

我 们 首先 证 明 m A m. AA, WHE-ABR ijk 使 得 G 是 有 限 
亚 Hamilton p 群 ， 计 算 可 得 [a1a9,as] = a 姑 “zk+p，、 由 定理 6.1.3, G' < 
(aia5, a3), 从 而 关于 B 的 同 余 方程 

i B 

k+ß 


r”, [az, a3] = zx. 


#0 (mod p) (1) 


无 解 . 又 因为 [aia], a203] = riaz aE “, 同 理 可 得 关于 y 和 的 同 余 方程 


7 一 ?了 十 7TK tv 1 
i 0 ~y | #0 (mod p) (2) 
0 | + 


无 解 . 

4 H = (a1, 42,03, £ | i, = x’, a? = ae = 1, [a1,a2] = afz’, [a1,a3] = 
as” ră, [az,a3] = x). 由 同 余 方程 (1) 和 (2) 无 解 可 知 H 也 是 有 限 亚 Hamilton 
p 群 . 此 时 由 定理 6.1.3 可 知 , H 的 非 交换 子 群 只 能 是 p” 阶 群 , 从 而 H 是 Ao 群 ， 
这 与 定理 4.6.1 FJA. 

我 们 断言 m = mz 十 1. #5, WTE L = (az, aza?) 既 不 交换 也 不 正规 ， 
AP JE. 

计算 可 得 


pres 


i ‘ip yp" "3 = a? 


lk ms kv? 
(azai Tiad "pyp =i, £ a 


a, (aza; 


分 别 用 uaai “” P 和 agai IP 替换 a2 和 as, 我 们 可 不 妨 设 [ai a2] = a9”， 
[ooal = ay” 

此 时 , Æ i 是 一 个 模 p 的 平方 剩余 , 令 i = e’, 以 a All as 分别 兰 换 az 和 
a3, 我 们 可 得 定理 中 的 (2) 型 群 ; E i 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 , 则 存在 e 使 得 
iv =e”. 设 oz 是 一 个 模 p 的 最 小 的 平方 非 剩 余 , 则 a?v 一 1 是 一 个 模 p 的 平 
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方 剩余 . FR a? vy 一 1 = B?v?. 以 aS%aS? Al af?’ a” 分 别 替换 a2 和 az, 我 们 可 
得 定理 中 的 (2) 型 群 . 

情形 3: G 与 定理 7.1.3 中 的 (3) 型 群 同 构 . 

此 时 mi > m2 = ma, G = (ai,Q2,Q3) 满足 以 下 关系 : 


mati ps3 


ae” = zi a? =a = i, 
(a1, a2] = a2” x, [a1, a3] = ak?” az?” 2, faz, a3] = z. 


由 定理 6.1.3, G' = (aR? a2”? x) 在 每 个 非 交换 子 群 中 , 所 以 (i,p) = 1, 即 
={of “yap 1 y 

我 们 首先 证 明 m A me. #5, 则 存在 一 组 参数 i jl 使 得 G 是 有 限 亚 
Hamilton 群 . 4 p 为 奇 素数 , 仿照 情形 2 的 证 明 可 以 得 出 矛盾 . 4 p= 2 时 ,i 
一 定 为 1, jl 为 0 或 1. 4 =0, HF [aaa] = at ao3“, 子 群 (a1a3,a2) 
既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 ; 4 j= 1,1 = 0, 由 于 [aia2a3,a3] = a} a3”*a3"”, 
TE (a1a2a3,a3) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 ; 若 ] = 1 = 1, 由 于 [aiaz,azaa] = 
a? as”, FRE (aiaz,azas) 既 不 交换 也 不 正规 , 同样 可 以 得 出 矛盾 . 

此 时 , 若 i 是 一 个 模 p WRIA, 4 i = ex, 以 a5 All as 分别 替换 az 和 
az, 我 们 可 得 定理 中 的 (3) 型 群 ; 车 i 是 一 个 模 p HP TAERIA (此 时 p 为 奇 素 
数 ), 则 存在 e 使 得 i = e?(1 44k). Bn 是 一 个 模 p 的 最 小 的 平方 非 剩 余 , 则 
1 一 1 是 一 个 模 p 的 平方 剩余 . 再 设 7 一 1 =d’, nll + 4k) = f?. 以 agl thag 
和 aeekas À SPER az 和 as, 我 们 可 得 定理 中 的 (3) 型 群 . 


定理 7.1.7. & G 是 有 限 亚 Hamilton p #, G 为 p? 阶 初 等 交换 群 且 
c(G) =2, 则 G 为 定理 7.1.5 中 的 群 ， 即 : 


1H pmati mat+l 


(la) G=KxA. AP K = (aran 08 [af =a =e ee 
1, [al, a2] = aP”? [a1, as] = G5" * [a2, a3] = = a?” “)》 其 中 p 为 奇 素 
Kv 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , mi = m2 =m + 1; A RH 
足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


+1 2+1 3+1 
(lb) G=K xA. 其 中 K = (a,a2,03 | ao = a, =ap" = 
1, [a1, a2] = a3”, [a1, a3] =a?” al?” , [a2,a3] = a?”'), HP m = 


mz = m; +1. # p= 2, Ml =1; # p> 2, M 4 =g" — 1, 
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r=1,2,...,4(p—1), g 是 模 p 的 最 小 原 根 ; A 是 满足 exp(A) < p™ 


的 交换 群 ; 
(2) G=K “A. aki K = af | ape = cil = aes = 
L, [a1,a2] = a8”*, fax,a3] = a3?”*, [a2,a3] = at"), HY p ASK 


Kk, v 有 是 一 个 国定 的 模 了 rr mı =m2+1=m3+1;A 
是 满足 exp(A) < p™ 89 RAR; 


1 +1 1 
3) G=K x A. gil K = a1, 02,43 a? pmit = ape = ara = 
1 2 3 
m = m 
1, (a1,a2] = = a?” * lai,a3] = = ak? “ie , (a2, a3] = ai we 其 中 


m = m +1 = m +1, # p 为 奇 素数 ， 则 1 十 4k ZR p HF 
方 非 剩 余 ; 若 卫 一 2, M k=1; A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 
(4) G=KxA. $P K = (a1, 02,43 | at = a2 = a3 = 1, [a1, a2] = 


ai, (ai, as] = a3a3, laz, a3| = a aja3); exp(A) < 2. 


证 明 G/C! 的 型 不 变量 为 (pma ,pma,. ,pmr), 其 中 ml > ma D+ > 
mr, G/G' = (aiG") x (a2G’) x --- x (arG’), RP o(aiG’) = p™, i = 1,2,...,7 
则 G = (a1, a@2,...,ar). 

设 是 使 ai 不 在 Z(G) 中 的 最 小 的 正 整数 , 即 存在 J > i 使 [ai,oji] 41. & 
i~1, 说 明 ai Æ Z(G) 中 , 从 而 [aiaz ai) Æ 1, 此 时 , 我 们 可 以 用 aa; 来 替换 
ai, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 i=1, 即 al g Z(G). 

再 设 j 是 使 [ai,aj] 41 的 最 小 的 正 整数 . Sj A 2, 说 明 [ai,az] = 1, 从 而 
[ai, azaj] Æ 1, 此 时 , 我 们 可 以 用 aza; RAR a2, 仍然 有 上 面 的 关系 成 立 , 所 以 ， 
我 们 可 不 妨 设 7=1, BP [al,az] Æ 1. 

再 设 是 使 [ar,a] Z ([a1,02]) 的 最 小 正 整数 Bk > 2, 说 明 对 所 有 的 
s 都 有 [ai as] € ([a1,a2]), [a2,as] € ([a1,a2]). (1), 如 果 [ar,a:] = 1, 我 们 有 
(a1, a2a1] = [a1, a2], [azal, ak] = (a2, ax][ar, ax] Z ([a1, @2]). 此 时 , 我 们 用 azai 来 
替换 a2, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 Rk < 2. (2), WR [a ai] = 
[a1,a2]°%, 其 中 (ap) = 1, 再 设 [ai,ak] = [ai,aa]2, 我 人 有 [a1,ara? °] = 1 
[aai,azakae 3] = [a1, a2], [azakac 7, a] = [a2,a)][ax, a1] Z ([a1, a2])， 此 时， 
我 们 用 aara P 来 替换 az, 仍然 有 其 它 的 关系 成 立 ， 所以, 我 们 可 不 妨 设 
ESZ. 
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再 设 | 是 使 [ak ai] Z ([a1,02]) 的 最 小 正 整数 . Æ 13, 说 明 
[a1, a3] E€ ([a1, a2]), [a2, a3] € ([a1, a2)]). 


从 而 [ax, azı] = [ax,a3][ax, ai] #1, = 我 们 用 asa, RHR az, 仍然 有 其 它 
的 关系 成 立 . 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 ! = 
4 K = (ma2,a3), W |K’| > p?. Æ |K'| = p, %& G’ = K' x (2). 
s 是 使 [as,ai] & K' 的 最 小 正 整数 ， 再 设 H = (a1, 02,03,as,a1), H = at 
则 五 为 定理 7.1.3 中 的 一 个 群 。 若 H 是 定理 7.13 中 的 (10) MH, 不 妨 设 
= (c1,c2,b,d,e), H H = (&, č, b, d) x (@) 满足 定理 7.1.3 中 定义 关系 . WR 
们 可 设 b? = ciz',d? = coz? 以 及 


[c1, C2] = z", [cz 6] = coz! (co, b] = ce, 


[ci,d] = ciz’, [c2, d] = cic2z', [b, d] = 2” 


因为 [c1,8] A 1, 所 以 G < (c1,b). ATT b? + ci, Hl b? = ciz. BAT 
d? = ciz, [c1,d] = ciz. 此 时 (c1d)? = cid’ [cid] = 02,(c1d,c2) 不 可 能 包含 
G', 由 定理 6.1.3 可 得 [cid,c2z] = 1. 但 是 [cid,ca] = z*cic3z* 4.1, FR. 所 以 
H 只 能 是 定理 7.1.3 中 的 (1)-(9) 型 群 , 不 妨 设 H = (bi, b2, b3, ba, bs), H H = 
(bi, b2,b3) x (ba,bs) 满足 定理 7.1.3 中 定义 关系 . 设 o(bs) = p™, olbs) = p™, 
且 na > ns, WA BRS = z*, 妇 ”= 2” 以 及 [bi ba] = z", [bi bs] = 2”, 其 
i= 1,2,3. 由 定理 6.1.3 可 知 , 只 有 (bi, bs] = [bi;bs] = [b4, bs] = 1. 从 而 
|(b1, b2, b3)'| = p®. BE L = (bi, b2, b3), H L/C" 的 型 不 变量 为 (p"1,p"2,pn"s), 其 
中 ni 之 nz 之 na. Æ na > ns > nm, WUE na = m1, ns = mz, nı = mz. 此 时 ， 
用 bab2, bsbs 和 bi 分 别 去 替换 bi, bo 和 bs, 我 们 仍 有 |L'| = p°, 并 且 此 时 工 /G' 
有 型 不 变量 (p™ ,pm2 ,ps3); MF mi 的 其 它 关系 , 我 们 也 可 以 用 类 似 的 替换 使 
得 |L'| =p’, 并 且 L/C 有 型 不 变量 (p™ ,pm2 ,pms )， 

以 上 讨论 说 明 , 我 们 可 不 妨 设 KK = (al,az,as) 满足 |K'| = p. 从 而 KK 是 
定理 7.1.6 中 的 一 个 群 . 由 定理 7.1.6 易 知 G' = K’ = (ag” a2”? a2). 此 时 ， 
WF i> 3, 可 设 a? =a as? aP, Hp HARM m >l, 用 


nies "cdl mi m3-mi 


t 
aja, Qs ne 
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替换 ai, 可 不 妨 设 a?” = 1; 若 p=2 且 ma = 1, K 可 能 为 定理 7.1.6 中 的 
(1b) 型 群 ，(3) 型 群 或 者 (4) AR. (i): HK 为 定理 7.1.6 中 的 (1b) 型 群 , 可 
设 ai = a1 a2*a3'. 计算 可 得 (aiai a2*)”= a3. 若 laiar a2*)” 关 1, WHF 
[aiaira2s,as] = 1, 从 而 


(aiaira2sas) ”一 1. 


H aiat a3" 或 aiatra2sas 替换 ai, AMIR a? = 1; (ii): AK 为 定理 7.1.6 中 的 
(3) 型 群 , 可 设 a? = af az a3. 计算 可 得 (aiai)? = a2*a3. 若 laiar)? = az K 
者 a3, 与 (i) 类 似 可 得 (aiairaz) = 1 或 者 (aiaj"a3)? = 1; 车 (aiai)? = a2a3, 
计算 可 得 (aial t? = afazaz = (azas)2， 则 必 有 [aia] ,aza3] = 1, 从 而 
(aia3r+2a2a3)2 二 1. 所 以 , 经 过 适当 的 替换 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1; (iii): # K 
为 定理 7.1.6 中 的 (4) 型 群 . 若 A1, 则 存在 K 的 生成 元 z tE r? = a7. W 
必 有 [ai x] = 1, 从 而 (aw)? = 1. 所 以 , 经 过 适当 的 替换 , 我 们 可 不 妨 设 a? = 1. 

综 上 所 述 , 对 于 i > 3, 我 们 总 可 以 不 妨 设 a? = 1. 由 定理 6.1.3 可 知 ， 
ai E Z(G). & A= (aa,a5,...,ar), WG=K x A. 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 群 . 
O 


87.2 “ 导 群 非 初 等 交换 的 亚 循环 的 有 限 亚 Hamilton p 群 
下 面 是 本 节 的 主要 定理 : 
定理 7.2.1. 设 G ZLB p- 群 , L |G| >p. 则 G 是 有 限 亚 Hamilton 
p 群 当 且 仅 当 G 是 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
(1) <r,s,thu>pHAr>lucrfr+l>s+us2. FAS p=2, 
Ri r > 2; 
(2) 16 阶 二 面体 群 , 半 二 面体 群 和 广义 四 元 数 群 ; 
(3) r= 
(4) <r,s,v,t,f,u>2 # P r=2,s+vtt’ +u=1,t20. 
其 中 (2), (3), (4) 型 群 可 以 写成 如 下 的 形式 , HP mel: 


(2’) (a,b | ar pa p2™ = l,a? = a 


(3°) (a,b | a2 = 1,07" = at a? 一 a`); 
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(4) (a,b| a? = 0b?" = 1,a? =a’). 


证 明 首先 我 们 证 明 以 上 四 种 类 型 的 群 都 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 对 于 
类 型 (1), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, BH = (ba” ba”), 并 且 不 妨 
ik b'2 © (bY). i b2 = (b2)*, 则 (bitai) tba? € (a), 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 
H = (ba), a!), 进一步 , 我 们 可 设 H = (bp a’, a”), 其 中 , i, j,k 为 非 负 整数 . 
ksr, WC <H, Am 9G; 大 上 之 7 十 1, 则 7 十 上 k 之 rr 十 8 十 所 以 
[az b] = a`?" (aP)? = = 1, 因而 [om , bP’ a] = [am , bP’ ] = 1 Hl K 
换 . 由 于 互 的 任意 性 以 及 定理 6.1.1 可 得 G A GPRM Hamilton p FH. 对 于 其 它 
的 类 型 , 由 定理 4.6.1 可 知 , G 都 是 Ao 群 , 当然 也 是 有 限 亚 Hamilton p FF. 

我 们 再 证 明 G 一 定 是 以 上 四 种 类 型 之 一 . 

情形 1: E p 为 奇 素数 或 者 p = 2 H G 是 通常 的 亚 循环 群 , 由 定理 3.2.1 可 
A, G = (a,b | . Le = aP” ”ab = QH 其 中 7 2 1,% 志 7 
H# p=2, Wr > 2. 因为 |G'| > p, HU stud 2. 下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 
Wr+l>s+u, 从 而 G 是 定理 中 的 (1) 型 群 . 

#rt+1l<s+u, ok 2r 十 1 <r 十 s 十 us £0. HTH ar" b] = 
ao gh)? = a 41, 所 以 G F H = (az b) 不 交换 , 因而 一 定 
有 H 正规 . me 6.1.3 得 G'< H. H a” = [a,b] g H, FH. 

情形 2: # p= 2 H G 不 是 通常 的 亚 循环 群 , 我 们 来 证 明 |G'| = 2°. 注意 到 
不 论 G 是 哪 一 种 类 型 都 有 G' = (a?), 并 且 ([a2 ,中 ) = (az ) 设 ofa) = 2", 
考虑 子 群 H = (b), 因为 H 不 交换 , 所 以 必 有 H 正规 , 从 而 由 定理 6.1.3 
可 知 a? € H. 因而 n < 3, |G'| < 2?, G 是 定理 中 的 (2) 型 群 , (3) 型 群 或 (4) 型 
BE. 

最 后 , 我 们 来 证 明 (2),(3),(4) 型 群 一 定 可 以 写成 (2), (3). (4) WER. 易 

知 , (2) 型 群 中 的 三 个 16 阶 的 极 大 类 2 群 对 应 于 (2) 一 (4) H m= 1 的 群 . (3) 
型 群 对 应 于 (2) 中 m > 3 的 群 . 以 下 只 考虑 (4) 型 群 ， 当 vw = 1 时 , 由 条 件 可 
Al s=t=t' =u=0. 此 时 , 我 们 得 到 群 (a,b | az =b” =1,a° =a), 对 应 
于 (2') 中 m=2 的 群 4 v= u= 0 时 , 我 们 得 到 群 (a,b|a” =1,077°" = 
la’ = a°), 对 应 于 (4) Pm > 2 WR 4 v=0 H u= 1 时 ,由 条 件 可 
知 5 三 t = 0. 此 时 , 我 们 得 到 群 (a, | a = LO = ata" = a*). + 
a; = ab”, WA (a,b) = (ar, 6 | a2 =i = = dai = ar J 25 (3) 4 
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m > 2 的 群 相对 应 . 口 


87.3 ” 导 群 非 初等 交换 的 非 亚 循环 的 
有 限 亚 Hamilton p 群 


下 面 是 本 市 的 主要 定理 : 


定理 7.3.1. 设 GRAI p 群 , G 不 是 亚 循环 群 且 G 不 是 初等 交换 群 则 
G & É Hamilton 群 当 且 仅 当 G 是 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
KA (I): G 循环 的 非 亚 循环 的 亚 Hamilton p #, 此 时 一 定 有 d(G) > 3. 
G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 
(lj) G=KxXxA. HY K = ( (a,b | a? = 1,8" = 1,a? = atr"), 
u<r,r+1>s+u>2, A 是 满足 exp(A) < ph tT?-St 的 非 平 
凡 的 交换 群 ; 
(2) G=KxA. 其 中 K = (a,b | a? =1,0" = 1,a = atr"), 
t>1,r>u>2. 4 是 满足 exp(4) 过 pi++U 的 非 平 凡 的 交换 
群 ; 
(3) G=K xA. $P K = (a,b | ar =1,b "= 1,0? = a’), 
t>1,r+1>s>2, 4 是 满足 exp(4) < pth- 的 非 平凡 交换 群 ， 
(4) G=KxA. HP K = (a,b | a?" = 1,0" = a a? 


T+ su 


r+t+tu 


r+s+t 


1, bP = gF 
a EP" N, stu #0, r+1 > s+u È} 2, 4 是 满足 exp(A) < pl tV-(st4) 


的 非 平 凡 交 换 群 ; 

(5) G=(K™B)x A. 其 中 K = (a,b | a?“ = 1,0" = 1,0" = 
ee: B = (bi) x (b2) x .… x (by) 满足 o(bi) = p™, [a, bi] = 
ap , [b,bi] = 1, max{t,u— 2} < tı < te < +++ < tf <t+u, 


r+t>mt+t>ratte>:::>rptts zttust+2. ARAR 
exp(A) < pt(+)—™ 的 交换 群 . 
类 型 (II): C 的 型 不 变量 为 (p,p HP a> 2) 的 亚 Hamilton p 群 . G 
有 了 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 


m1 十 1 十 m2 mo 二 1 
(过 via Pe | at j = a = a = 1,[a1,a2] = az 


[a1, a3] = a5”? ,[a2,a3] = 1), 其 中 mi >m >l, p 为 奇 素数 ; 
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mil 十 1 十 大 m2+1 


(2) G= KEXA ali E = “a | a? = as = ap” -一 
_ a2] = a?™ ,[a1, a3] = a8” * [a2,a3] = 1), mı > m2 > ms 
< k < min{m, — m3,m2—m3+1,m2—1}. 4 是 满足 exp(4 i 


paar 的 交换 群 . 


本 节 的 思路 是 : 由 定理 7.3.2, 定理 7.3.7 和 定理 7.3.8 组 成 定理 7.3.1 的 充分 
性 的 证 明 ; 由 定理 7.3.6 和 定理 7.3.9 组 成 定理 7.3.1 的 必要 性 的 证 明 . 


定理 7.3.2. 下 面 是 一 些 互 不 同 构 的 有 限 亚 Hamilton p 群 . 满足 |G'| > p? 
E G' 循环 . 


r+s+u 


(1) G=KxA. AP K = (a,b | a? =1,b "=1,0 = at}, 
u<r,r+1>s+u>2, 4 是 满足 exp(4) < Dir+Dr-(s+u) 的 交换 
群 ， 

(2) G=KxA. $F K = (a,b | a = 1,0" =1,a = at"), 
t>1lr>u>2. 4 是 满足 exp(4) < ptt)" 的 交换 群 ; 

(3) G=KxA. 其 中 开 =(ab|az a 


r+t+u 


一 1 小 = 1,a? = gr). 
t>1l,r+1>s>2, A 是 满足 exp(A) 和 pr+D0-s 的 交换 群 ; 

(4) G= KxA. 其 中 K=(ab|ar ”=10 =ar aè = 
atr), stu #0, r+1>s+u è 2, A 是 满足 exp(A) < p+D-(s+v) 
的 交换 群 ; 

G=(K™B)x A. P K = (a,b | a?” = 1,0" = 1,0? 
a\+P"™"), B = (bi) x (b2) x +++ x (by) 满足 o(bi) = p™, [a, bi] 
er”, [b,bi] = 1, max{t,u — 2} < tı < t2 < --- < tf < tty, 
Pht Sri+t >r tiS ‘>rptts >ptt+ust+2. A 是 满足 
exp(A) < pt +D—™ 的 交换 群 ; 


(5 


x 


证 明 ”我 首先 证 明 它们 都 是 有 限 亚 Hamilton p #, H K BE K =G 
的 G 的 最 小 阶 的 子 群 . 

对 于 类 型 (1), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, 设 H = (baz, bay), 
其 中 zy E A. 不 妨 设 bY e (b). BE bY? = (b'1)", W (batie) tb ahy E 
(a) x A， 所 以 , 我 们 可 不 妨 设 H = (bag a'y), 其 中 其 中 cy € A， 进 一 
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步 , 我 们 可 设 H = (Paiz, aP" y), 其 中 , i,j,k 为 非 负 整数 , z,y € A. 计算 可 得 
Taan iii = gpt etu Ek<s+u—1, NG < H, Am HC. 
@k>st+u,Wrt+k>r+s+u, 所 以 [az ,0] = a-P (aP)? = 1, 因 
而 [ap y, bP az} = [am , bP] = 1, I H X. 由 于 H 的 任意 性 以 及 定理 6.1.1 
可 得 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 . 

容易 看 出 , 若 H' = G', W i= k = 0, KWH, 可 不 妨 设 H = (br,ay), 其 中 
cycA. 不 难看 出 H= K, 因此 K 是 满足 K' =C 的 G 的 最 小 阶 的 子 群 . 

对 于 类 型 (2), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, RH = (ba gx, ba? y), 
其 中 zy € A. 不 妨 设 b e (b). i b = (b")*, W (brair) "bay € 
(a) x A. 所以, 我 们 可 不 妨 设 H = (baz, a'y), 其 中 z,y € A HH, 
RAT H = (bP aiz,az y), 其 中 , i,j,k 为 非 负 整 数 ，z,y € A. 计算 可 得 
(aP yP TEO L aP ek < u1, W G < H, Aili HAG; % 
k>u,Wrt+t+ko>r+t+u, 所 以 [az ,| = a`?" (aP )? eT eee 1, 因而 
[az y, Baia] = [em , b? ] = 1, 即 H 交换 . 由 于 互 的 任意 性 以 及 定理 6.1.1 可 
得 G 为 有 限 亚 Hamilton p #. 

容易 看 出 , # H' =G',Wi=k=0, 此 时 , 可 不 妨 设 H = (br,ay), 其 中 
I,Yy E A. 不 难看 出 天 是 满足 天 =C 的 G 的 最 小 阶 的 子 群 . 

对 于 类 型 (3), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, ut H = (bax, bi2a2y), 
其 中 x,y E A. 不 妨 设 6? e (b1). Bb = (b")*, W (bax) "bay € 
(a) x A. BFW, 我们 可 不 妨 设 H = (bagr, a'y), 其 中 x,y € A. 进一步 ， 
我 们 可 设 H = (Paiz, aP" y), 其 中 , ijk 为 非 负 整数 ，z,y € A， 计 算 可 得 
(a? DP = PN E k x< anil, W xH, BW HAG; E 
k > s 则 7T 十 此 之 7 十 5s， 所 以 [az 0] = a`?" (qP")e "E = 1, Aig 
[op y, b” aiz] = fa”, bP] = 1, BP H 交换 由 于 五 的 任意 性 以 及 定理 6.1.1 可 
得 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 . 

容易 看 出 , 若 H = G', 则 i= k= 0, 此 时 , 可 不 妨 设 H = (br, ay), 其 中 
zy E 4. 不 难看 出 H = K, 因此 K 是 满足 K =C 的 G 的 最 小 阶 的 子 群 . 

对 于 类 型 (4), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, 设 H = (b a” 2, bay), 
其 中 zx,y E A. 不 妨 设 bY € (bY). Hb? = (b")*, W (btan) Ebay € 
(a) x A. PRU, 我 们 可 不 妨 设 H = (asr a'y), 其 中 x,y E€ A， 进 一 步 ， 
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我 们 可 设 H = (Paiz, a?" y), 其 中 , i,j,k 为 非 负 整数 ，z,y € A. 计算 可 得 
(a et s gp te tok <stu—-L WG < H Ali H4G: 
Ak>st+u,Wirt+tker+s+u, 所 以 [a,b] =a-? (az ) = = 1, Al 
而 [a” y, b” aiz] = [a?” ,br ] = 1, BD H Z A WERE EE 6.1.1 
可 得 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 . 

容易 看 出 , # H' =G, 则 i= k= 0, 此 时 , 可 不 妨 设 瓦 = (bz, ay), 其 中 
z,y E A. 不 难看 出 H S K, 因此 K 是 满足 K' =C H G 的 最 小 阶 的 子 群 

对 于 类 型 (5), 我 们 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 群 H, 设 H = (p,p), 其 中 
gy = BABS sb a, p2 = b'2b7} sib aby, 其 中 z,y € A. 不 妨 设 be e 
(b'i). BE b2 = (b), W py “pe E€ ((a) x B) x A. PRY, 我们 可 不 妨 设 ol = 
DP bY. bet aa, pa = bY... bf a y, 其 中 ,j,k 都 与 p ER, x,y € A. 

Ht >u-lAalr+tohtn Fen <t+(r+1)—u. 计算 可 得 
ger = ger ee F adi E "aiii ia a lupt 
ti 一 1 或 者 B<u-1, 我 们 都 有 G < H, Hmi HIG; #azu+t-t 
HB>uWrt+t+Be>rt+st+ubr+ti+aeaszrt+t+u, 所 以 我 们 有 
[az bw] =a? (az ) 知 = atete 一 1 [az , b] =a? (a? ) =ar = 
1, 以 及 [a? ,bw] = a?” (a?) = a?” = 1. 因而 [o1, po] = 1, 交换 .由 
于 互 的 任意 性 以 及 定理 6.1.1 可 得 G AAPL Hamilton p 群 . 

容易 看 出 , 着 是" =G’, Wi=k=0, 此 时 ， 


本 


其 中 z,y E 4. 不 难看 出 K 是 满足 天 =C 的 G 的 最 小 阶 的 子 群 . 

下 面 我 们 来 解决 同 构 问题 . 首先 , 由 于 只 有 (5) 型 群 中 K 不 是 G 的 直 积 因 
子 , 所 以 (5) 型 群 与 其 它 群 不 同 构 . 

为 了 说 明 (1),(2),(3),(4) 型 群 互 不 同 构 , 我 们 先 把 原来 略 去 的 参数 补 上 . 即 ， 
在 (1) 型 群 中 令 上 = 0, (2) 型 群 中 令 s = 0, (3) 型 群 中 令 飞 = 0. 容易 知道 以 下 
事实 : 

@ (A= er, 

(ii) exp(G) = p term, 

(iii) exp(G/G") = p++; 

(iv) |G’| 三 2 
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由 以 上 事实 可 以 知道 , 7, s,t,w 都 是 G 的 不 变量 .从 而 不 同类 型 的 群 互 不 
同 构 , 并 且 同 一 类 型 的 群 对 于 不 同 的 参数 r, s, tu PEARY. LAT G/G' = 
K/K' x A, 所 以 类 型 (1), (2), (3), (4) 中 相同 参数 7, s,t,w 的 群 对 于 不 同 构 的 交 
换 群 A 也 互 不 同 构 . 

与 上 面 类 似 可 得 到 7,t,w 也 是 (5) 型 群 的 不 变量 . 考虑 商 群 G = G/Us_t(G'). 
当 t <6< 妇 时 , G 中 存在 与 G 的 导 群 相同 的 亚 循 环 的 直 积 因子 K/Us-1(C’); 
而 6 > ti 时 , G 中 不 存在 与 G 的 导 群 相同 的 亚 循 环 的 直 积 因子 ; 所 以 也 是 G 
的 不 变量 . 进一步 , 4 ô= ti +1 时 ,T= (K x (b1))/UOs_2(G’) 是 阶 最 小 的 与 G 
的 导 群 相同 的 直 积 因 子 . 因为 |T| = peter, 所 以 m 也 是 G 的 不 变量 . 依次 
类 推 , M ti < Ô < tii 时 , G 中 存在 与 G 的 导 群 相同 的 i 十 2 元 生成 的 直 积 因子 
Ti = (K x ((b1) x (b2)... (bi))) /Us—e(G’); 而 6 > tina 时 , G PREES G 的 
导 群 相同 的 i 十 2 元 生成 的 直 积 因子 . 进一步 , 当 5 = tin. +1, Dp 是 阶 最 小 
的 与 G 的 导 群 相同 的 直 积 因子 . 因为 [fi] = peter treat tris, 所 以 由 归 
纳 法 可 知 ti 和 ri 也 是 G 的 不 变量 . 这 就 说 明了 不 同 的 K x B 对 应 得 群 不 同 
H. 最 后 , 由 于 G/G' 兰 开 /G x Bx A, 不 同 构 的 A 对 应 的 (5) 型 群 也 互 不 同 
构 . 口 


接 下 来 我 们 需要 下 面 的 定理 . 


定理 7,3.3. 设 G 是 二 元 生成 的 有 限 亚 Hamilton p #, L exp(G’) > p, 则 
G LR. 


Proof. 设 G = (a,b) 是 极 小 阶 的 反例 . 由 定理 3.1.1, G := G/B(G')Gs EET 
环 . 因为 | 他 | =p, G 是 内 交换 群 .由 定理 2.1.6, G 兰 Mp(n,m,1). BH (a, 5), 
(bP, āū), (ab”, a), (ab’,b) WA G 的 不 正规 的 子 群 , 所 以 它们 在 G 中 的 完全 反 像 
也 是 G 的 不 正规 的 子 群 , 从 而 是 交换 群 . 所 以 我 们 有 : 


[a”, b] = [b”, a] = [(ab)”, a = [(ab)”, b] =] (x) 


下 面 我 们 分 两 种 情况 得 出 矛盾 : 
(i) p = 2. 此 时 (ab)? = a7b* [a,b]. h (*) 式 可 知 , [a,b] € Z(G), 从 而 
G' = ([a,b]). 再 由 (*) x, [a,b]? = [a?, b] = 1. 这 与 exp(G') > 2 矛盾 . 
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(ii) p ARARA H (x) HOG, [labia]? = [a?,b,a] = 1, [a,b,d]? = 
[op 日 = 1, BD exp(Gs) < p. 再 由 (+) 式 , [a,b]? = fo, = 1. 这 与 
exp(G’) >p FH. oO 


我 们 还 需要 下 面 两 个 初等 数论 的 引 理 , 证 明 从 略 . 

引 理 7.3.4. t p TRK, n 是 正 整数 . 假定 U=U(p") eh Z/p"Z 的 
可 并 元 组 成 的 乘法 群 , 即 

U = {x € Z/p"Z | (x,p) = 1}. 
设 S(U) € Syl,(U), 则 
S(U) = {x € U | z = 1 (mod p)}, 
并 且 S(U) p’ 阶 循环 群 . S(U) 的 唯一 的 人 MFRS (U)O<Ci<n, 是 
Si(U) = {x E€ U | x =1 (mod p™*)}. 

引 理 7.3.5. Rn SEHK, n>2 假定 U =U(2") 是 由 环 Z/WZwH7 

并 元 组 成 的 来 法 群 ， 则 


U =(=1) x (1+ 2?\(& Co xX Con-2) 
= {e+i2™ |e=1&—-12<em<n1<i< 2 "Liz FH} 


又 , 对 m 之 n, EE 十 i12” 的 阶 是 27-™, E (oe +712”) = (€4+ 92") 对 任意 的 奇数 7 
成 立 . 

定理 7.3.6. 设 G 是 非 亚 循环 的 有 限 亚 Hamilton p #. 若 |G'| > p? 1G’ 
循环 , 则 G 为 以 下 群 之 一 : 

(1) G= Kx A. 其 中 K= (a,b | a” = 1,0" =1,0 = at"), 
u<r,r+1>s+u>2, A 是 满足 exp(4) < pr+D-(s+u) 的 非 平 
凡 的 交换 群 ; 

(2) G=KxA. 其 中 K = (a,b | a? = 1,0" =1a’ = atr"), 
t>l,r>u>2. A 是 满足 exp(4) < ptt) —” 的 非 平 凡 的 交换 
BF ; 


r+s+u 


r+t+u 
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r+s+t 


(3) G=K xA. #¥ K = (a,b | a? = 1,b = 1,a° = atr"), 
t>lr+1>s>2, A 是 满足 exp(A) < pt9 的 非 平凡 交换 群 ; 


(4) G=KxA. F K = (a,b | aP" = 1, bP =a? a’ = 
att"), stu#0,r+1>s+u22, A 有 是 满足 exp(4) < pit there) 
的 非 平 凡 交 换 群 ; 

(5) G = (K x B)x A. 其 K = (a,b | a?" = 1,0" =1,a° = 


r+t 


qitP ), B = (bı) x (b2) x +++ x (by) 满足 o(bi) = p™, [a, bi] = 
vet [b, bi] = 1, max{t,u—2} < tı < t2 < --- < ty <t+u, 
r+t >rt +ti >r2+t2 >- -->rf+tfžzt+u2zt+2. A 是 满足 
exp(A) < p'tO+tD-u 的 交换 群 . 


证 明 ”由 定理 7.3.3 可 知 , d(G) > 2. 设 G' = lo), G/G' 的 型 不 变量 为 
(本 


其 中 mi > m2 之 > mw, G/G' = (aG) x (a2G’) x --- X (awG’), 其 中 
o(a;G’) = p™ , i = 1,2,...,w. MG = {aiaa s Ow). 

i i 是 使 w 不 在 Ce(G/51(G )) 中 的 最 小 的 正 整数 ， 即 存在 了 7 > i 使 
G = ([ai,a;]). Ai A 1, 说 明 al Æ Ce(G/0i(G")) 中 , 从 而 [aia;,ai] g 
Ui(G’), G = (aiaj, ai). JE, 用 aiaj KRM ai, 我 们 可 不 妨 设 i = 1, 即 
ai € Ce(G/U1(G’)). 

再 设 9 是 使 G” = ([a1,aj]) 的 最 小 的 正 整 数 . Ay A 2, 说 明 [ai, a2] E 
O1(G’). 此 时 , 用 azaj 来 替换 ao, 我 们 可 不 妨 设 j= 2, Bl G = ([a1, a2]). 

it K = (a1,az), 则 由 定理 7.3.3 可 知 , K 为 亚 循环 群 . 从 而 天 为 定理 7.2.1 
中 的 群 . 下 面 我 们 分 五 步 来 证 明和 定理. 

第 一 步 : K 一 定 是 定理 7.2.1 中 的 (1) 型 群 . 

若 否 , Wik K = (a,b) 满足 定理 7.2.1 中 的 (2), (3) 或 (4) 的 关系 ， 则 
a? = 1,6?" € K3 = (a*), [a, b] € (a*)\(a*), 并 LG = K’ = (a”), m3 = ma = 
… 二 mw = 1. 我 们 分 三 种 情形 来 推出 矛盾 : 

情形 1: a3 € Ks H. [as,b] € K3. 

此 时 , 若 las, b] = a*, 则 子 群 (a3, b) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 ; 若 las, b] = 1, 
则 [aza?, b] = a*, 从 而 子 群 (a30*, b) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 
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情形 2: ad € K H [az,b] = a? (mod K3). 

#7 [aa,al € K3. MW [a3,a7] = [a3,a]? = 1, 即 [aa,G'] = 1. 计算 可 得 
1 = [a3, 6] = [a3, 6]? [a3,b, a3] = [@3,b]?, 从 而 [as 可 € Ks, FE. 所 以 一 定 有 
[a3,a] = a? (mod K3). 此 时 , (aza)? € Ks H [aaa， b] € Ks. 用 asa 替换 ag 可 
转化 为 情形 1 得 出 矛盾 . 

情形 3: a3 =a? (mod Ka). 

若 |a3,a] € Ks, 则 (asa)? € K3. 此 时 , 用 asa 替换 as 可 转化 为 情形 1 或 
情形 2 得 出 矛盾 . 以 下 我 们 不 妨 设 [aa,a] =a (mod K3). 

因为 a3 =a? (mod K3), 所 以 [a3,b] = [a?,b] = a*t. 从 而 必 有 [az,b] = 

* (mod K3). 注意 到 此 时 (aga)? = a? (mod K3), 同 理 有 


laza, b] = a° (mod K3). 


这 使 得 [a,b] E Ka, FJA. 

第 二 步 : 通过 替换 , RTE a = 1, 其 中 3< i <w. 从 而 [aioj] = 
IWF3<i,7 < w RM. 

由 第 一 步 , K S< m st >p HAE rS>lru<rf@r+l>stu. # 
p= 2, WWE r> 2. HK = (a,b | a?" = 1, 0P 一 ap a’ =a’). 

& L= (aai) 并 且 设 zi EE L= (a,zi) 成 立 且 (xi) N (a) 最 小 的 元 素 ， 
我 们 断言 zf? ”= 1. BR, 设 (aN (a) = (a) (fei, al) = (a), Ht a >r, 
B>r. 则 存在 与 p 互 素 的 整数 y 和 2 使 得 z?” = ay?”, [zi,a] =a. 用 命题 
1.1.4 计算 可 得 


my; 


— * . = ‘ Mei — $ m 
(ra YP" mi )z TB [zi， aP? mg x t ) [za a pa mi xi]! 


a+b- nmn, 


atate mi (Pa ) questo (P) 


Ti] 


注意 到 当 p=2 时 , 2 >r > 2, 我 们 总 有 (ra YP" e (at), 这 与 zi 
的 取 法 矛盾 ， 

用 上 面 的 zi 去 替换 ai, 我 们 可 不 妨 设 az = —~1Ht3<i<w. 对 于 
3<i,j<w, AW (aiaj) 不 包含 G', 所 以 由 定理 6.1.3 可 知 [ai aj] = 1. 

第 三 步 : 将 K 按 是 否 可 裂 分 别 写 成 如 下 的 四 种 群 : 

(DK=(ab|ar =1,b “=1,a =att?"), 其 中 ,r+1> s+u>2, 
Aa p= 2 Ml r > 2; 
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r+t+u r+t 


二 1,b? =1,a? =a" ) HHt>lr>u>2; 
rer =1a =a") hte ir+i> 


(II) K = (a,b | a? 

(IIT) K = (a,b | a?” =1,0? 
s22, Hf p=2 Ml r 2 2; 

(IV) K = (a,b | a?" = 1,0 = a? a? = a't"), 其中, stu Æ 0, 
r+l>stu>2, H#p=2 Mr >2. 

K 仍 如 第 二 步 所 设 . 当 t = 0 时 , 计算 可 得 , TARN p 有 (bat) = 1, 
对 于 = 2 有 (ba2 -7 -t = 1. 用 ba-! 或 者 ba?" -2 -1 替换 b, 可 得 
(I) 型 群 . 

以 下 设 > 1. 当 s = 0 时 , 计算 可 得 (ato) = 1. 分 别 用 六 和 a 1b” 
去 替换 a Hl b, 可 得 (Il) 型 群 . 4 u = 0 以 及 su <0 时 , 易 得 (11) 型 群 和 (IV) 
型 群 . 

第 四 步 : 决定 当 K 为 直 积 因 子 时 的 群 G. i G= K xA, WAR A 是 非 平 
几 的 交换 群 . 

此 时 , 若 K 是 第 三 步 中 的 (1) 型 群 , 任 取 de A HFK old) = p°, 计算 可 知 


u r+s+u—i 


[aP "T d, b] = a? #1. 
从 而 a?” © (a 'd)P*) = a 》 XM ets +u- <S r, 从 而 有 
exp A < p(tD-Gt4), 因为 4 非 平 凡 , 所 以 7 十 1 > s 十 wu 从 而 我 们 得 到 定理 
中 的 (1) 型 群 . 

若 K 是 第 三 步 中 的 (ID 型 群 , ER d € A 并 设 old) = p°, 计算 可 知 
[az” d, b] = aP” t 类 1 从 而 az e ((a?” dP y = (aP *). 这 说 明 
e+u—l<r+t, 从 而 有 exp A < ptt", G 为 定理 中 的 (2) 型 群 . 此 时 , G 
还 满足 exp A <p’. 

若 K 是 第 三 步 中 的 (ID) 型 群 (其 中 u = 0) 或 者 (IV) MH, 任 取 d ec 
A 并 设 old) = p°, 计算 可 知 [lar?”” d o] = oz” A. 从 而 or € 
((a?” arty 二 (aP ”小 miWe+stu—-l1ls<r, 从 而 有 expA <S 
prry-(s+4) 因为 A 非 平 凡 , 所 以 7 十 1 > stu. 从 而 我 们 得 到 定理 中 的 (3) 
型 群 或 者 (4) 型 群 . 

第 五 步 : 决定 当 K 不 是 直 积 因子 时 的 群 G. i G =H x A, RK EH 
中 无 直 积 因子 . WAM K <H H AELE. 
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HB, Wik H = Kx B, 其 中 B = (bı) x (b2) x +++ x (bf) 满足 
óòlbi) =P; T >T ZT Try. 

我 们 首先 说 明 K 不 能 是 第 三 步 中 的 (I) 型 群 和 (IV) BH. AG, 通过 计 
算 可 知 (ab-? )) mn (a) = 1. 因为 子 群 (ab-? ,bi) 不 包含 G', 所 以 由 定理 6.1.3 有 
jab” ,bi] = 1. 同 理 有 [b,b;] = 1, AM H = K x B, X5 H WETA. 

如 果 K 是 第 三 步 中 的 (I) 型 群 ， 则 一 定 有 s = 0. #0, 通过 计算 可 知 
(ab) N (a) < (ay, 因为 子 群 (ab, bi) 不 包含 G ,所 以 由 定理 6.1.3 有 [ab, bi] = 
1. 同 理 有 [6,bi] =1, 从 而 H = K x B, 这 与 H 的 取 法 牙 盾 . 

现在 设 K = (a,b) 是 第 三 步 中 (Il) 型 群 或 (1) 型 群 当 s = 0 时 的 情形 ( 注 
意 , 在 (Il) 型 群 中 让 t 可 以 取 0 就 得 到 了 (D 型 群 当 s = 0 时 的 情形 ). 因为 子 群 
(b,bi) 不 包含 G ,所 以 由 定理 6.1.3 有 [b,bi] = 1. 

设 7 是 使 得 [a,bi] 的 阶 最 大 的 最 小 的 正 整 数 . 我 们 总 可 不 妨 设 = 1E jA 
1, 用 b1b; 来 替换 bi). 同 理 , 我 们 可 不 妨 设 ([a,b1]) > ([a,b2]) > --- > ([a, by). 

it (a, bi] = aP, HER (yip) = 1. W tSt Stz <- <tr. 

注意 到 aè = attnr", HRI 7.3.4 和 7.3.5, 存在 正 整数 w 使 得 (1 十 
Yip tt)? = 1+ ptt (mod p’***"). 用 bY 代替 b;, 我 们 可 不 妨 设 [a,bi] = 
a" MW t< ti Sta S- Sty. 以 下 我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

情形 1: ti >t. 

我 们 断言 te > ti: BB, 则 由 [a,bibs*]) =1 WR bby’ BA PK 的 直 
BAL, 矛盾 . 同 理 我 人 有 t<ti<te<---<ty. HF [abb ]=1,8 
们 有 (bb? 41 BR, Wb AK ORR, F). 从 
而 我 人 有 PO £1, Mth —t <r. MARIE r-ri >t -t>0. 
同 理 我 们 有 ritti > ripi + tipi. 由 引 理 7.3.4 和 7.3.5 可 知 , 在 由 Z/p tZ 
的 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 中 1 + pe 的 阶 是 pt. h [a,b] = 1 可 知 
di mat? a 所 区 我 们 区 省 >t+u—ty, Bl ty+ry pitu 

我 们 断言 ti >u—1: 计算 可 得 


t—ty+u-—1 r+t—t;+u-1 


)? ) = fa? 


tt] +u—1 


(ba? 


考虑 子 群 N = (ba °°“ ba). 由 于 [ba? ,bi] = az 关 1, 所 以 
N 非 交换 . 从 而 由 定理 6.1.3 可 知 G <N. 这 使 得 我 们 必 有 7 十 t 一 菇 十 u 一 1 < 
r+t, El ti >u—1. 


) N (a) = ((ba” ). 


r+t+u-—1 
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最 后 , 与 第 四 步 相 同 得 到 对 exp(A) 的 限制 , 就 得 到 了 定理 中 的 (5) 型 群 . 此 
时 , G 还 满足 exp 4 <p". 

情形 2: ti =t. 

设 尹 是 使 th = 二 的 最 大 的 正 整数 , 则 (a, br) 是 满足 导 群 与 G 相同 的 G 的 
最 小 阶 的 子 群 , H (a, bn) 满足 以 下 定义 关系 : 


7 十 上 十 (一 7 到 ) 二 性 1+pTatt+(r—ry,) 
a 


Th 
a” =1 = 1, ao = 


RIJA r =rh, t =t+(r—rr), 则 以 上 关系 可 以 写成 : 


r'+t' pu rit’ 


a” =1 =1,0% =a" 
我 们 再 令 K = (a,bn), 并 且 分 别 用 bby, bib, ',...,0n-16, > 替换 已 三 ,bn 
则 我 们 可 不 妨 设 5,b1,... ,bn_1 都 是 G 的 直 积 因子 . 此 时 , 我 们 用 A x (b) x (b1) x 
x (bn—1) 来 替换 原来 的 A. 
Hh =f, WG = Kx A. 此 时 , 与 第 四 步 相同 可 以 得 到 exp A < pte +D- 
因此 , 我 们 得 到 了 定理 中 的 (2) 型 群 当 exp(4) >p 的 情形 . 
h< f, RN f=f—-h. 对 于 1 sic fi, RNA bi = dns, t = thti. 
再 令 B= (bi) x... (by), A = K x B. WK € A PRAIA. 此 时 , 一 定 有 
ti >t’. BRT exp(A) >p” 外 , 与 情形 1 完全 相同 . 最后, 我 们 可 以 得 到 定理 中 


的 (5) 型 群 当 exp 4 > p" 的 情形 . 口 

定理 7.3.7. Rp AFK, G = (al,aa,a3 | gure = g — 
a? = 1, [a1, a2] = a? ,[ai1,a3] = a2 , [a2,a3] = 1), P mi >m: 21. Al 
o(G) = 3, G = a ham = 


RE Hamilton p 群 . 不 同 的 参数 对 应 的 群 互 不 同 构 . 


证 明 首先, 由 [aa] =a?” WB 


a 1 my 
ioe. . 


由 引 理 7.3.4 可 知 , 在 由 Zp" titma 的 可 北 元 组 成 的 乘法 群 中 ， 1 十 pm 的 阶 
是 pmat!, p alt 一 a 号 =a, 从 而 az HE (ai) 上 诱导 了 一 个 
pet: RDS KEH. 由 群 的 扩展 理论 可 知 (ai) x (a2) 是 一 个 良 定义 的 亚 循环 群 . 
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又 由 [a1, 03] = az “,[az,a3] = 1 可 得 a = aia? “,a23 = az. 计算 可 知 as 在 
(ai,a2) 上 诱导 了 一 个 了 阶 的 自 同 构 . 由 群 的 扩展 理论 可 知 定理 中 所 给 的 群 是 良 
定义 的 . 

易 知 (la?”! ,a?”“)4G, 并且 G/(a?” aR “) 交换 . 所 以 G' 过 (oo TY, 
上 且 进 一 步 有 G' = (a ab”). 

计算 可 得 [aag] = a [aR aa] = ag (ah) < 
Z(G). 所 以 c(G)=3 H Gs = (ae). 

(ER G WICK b = abaja, pti RH pt +7, W [bai] A 1， 所 以 
Z(G) < (a1). LAH la? a3] = 1, [or , a2] = 1, PLL Z(G) = (a ™ "y. 

由 G/G’ 的 型 不 变量 为 (P, p”, p) 可 知 , 不 同 的 参数 对 应 的 群 互 不 同 构 . 

最 后 我 们 来 证 明 G 一 定 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 
He H. jE ELE (ai,az) x a3 是 G 的 极 大 子 群 ， RiT H = (pi,p2), 其 中 
pi = aa asai, pz = a as rs O<i<(p-1). 

车 i = 0, 不 妨 设 a? € (aF). ag? = (a7), WW py*p2 € (a?,az). 所 
以 , 我 们 可 不 妨 设 pr = a} a$a'?, p2 = ata’? ,其中 (v, p) = 1. 考虑 ph PJA 


B+2 万 十 1 a+ f+ a+ f+ 


al EH. MAW A =œ (mod (aj? ”的 所 以 又 有 az E€ H. 
此 时 , 着 a 十 8 < mz, 则 有 Qa 十 8 十 1 S me pa mo2+1< my, 
从 而 GO =<, HAG: H a +8 mz, 则 (pi, p2] = [az ’ a,” ") = 1, Aili H 
交换 . 


Hi £0, 我 们 可 不 妨 设 i = 1. 此 时 , 由 于 mi > mo, 计算 可 得 (p?”') = 
(a?"'). 因为 (p?,a2) x a3 也 是 G 的 极 大 子 群 ， 所 以 我 们 可 不 妨 设 pa = 
a}? a3’ piP. 此 时 , 车 (p, j3) = 1, W [mpa] = lar, a3] = a}8”"* (mod (a?” ')), 
因此 G’ < H, HIG; p | js, WH = (p1,a?), 也 有 HAG. 

因为 以 上 讨论 了 G 的 所 有 二 元 生成 子 群 , 所 以 由 定理 6.1.1 可 知 G 一 定 是 
有 限 亚 Hamilton p 群 . 口 


myt+i+k 


定理 7.3.8. t G= K xA. HP K = (a1,02,a3 | ab OF ea 
af = l fanaa] = a?” ,{a1,a3] = ae” a2, a3] = 1), 其 中 mi > m 2 ms, 
1 < k S min{m; — m3, m2 —m3 +1,m2 — 1}. A AHA expl A) <S pz 的 交 
BRE. 则 c(G) = 2, G' = (ay"") x (af), Z(G) = (a?) x (ay) x (ah) x A. 
G RAIRE Hamilton p 群 , 不 同 的 参数 或 者 不 同 的 交换 群 A 对 应 的 群 互 不 同 
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证 明 首先 ,由 1<<k<< m2。 一 1 可 得 m1 2m 2. 由 [ai,aa] = az 可 
{$ at = al+z“. 由 引 理 7.3.4 和 引 理 7.3.5 P 可 知 ， 在 由 als 的 可 逆 元 


组 成 的 乘法 群 中 , 1 + p™ 的 阶 是 pt. 所 以 at gore = ay, Bh 
而 a2 在 (a1) 上 诱导 了 一 个 p*+! 阶 自 同 构 . 由 群 的 扩展 理论 可 知 (a1) x (a2) 
是 一 lanii 并 且 我 们 还 知道 [ai a} ] ~ 1 和 fa, a? tie =1. X 

由 [a1, a3] = a2, [a2,a3] = 1 可 得 aĵ? = aia” a33 = a2. 计算 可 知 as 在 
(al,a2) 上 诱导 了 一 个 p 阶 的 自 同 构 . 由 群 的 扩展 理论 可 知 定理 中 所 给 的 群 是 良 

{ER G HITE b = a3a3atf, 若 pi 或 者 p*+14j, 则 [6,ai] 关 1; 若 p*+!++7， 
则 [b, a2] 关 1. 所 以 Z(G) = (a? a2" aP). 

因为 G' = (af ab”) < Z(G), 所 以 c(G)=2. 

由 于 G' 的 型 不 变量 为 (p*+1,p), 所 以 天 是 G 的 不 变量 . 又 因为 G/U1(G’) 
为 定理 7.1.2 中 的 (I) 型 群 , 所 以 m, m m 也 是 G 的 不 变量 , 并 且 不 同 构 的 
A 对 应 的 群 互 不 同 构 . 

最 后 我 们 来 证 明 G 一 定 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 考虑 它 的 二 元 生成 的 子 
群 H. 注意 到 (ai ,a2) x a3 x A 是 G 的 极 大 子 群 , 我 们 可 设 H = (p1, p2), 其 中 
pi = aja atai T, p2 = aż? a3 ai y, HHO<i<(p-1),z27,yEA. 

车 i = 0, 不 妨 设 a? € Aa ry 设 a = (aZ)*, W py "p2 € (a?, a3, A). 
所 以 , 我 们 可 不 妨 设 pr = a2 aga Pr, pa = aka?” y, 其 中 x,y € A. 此 时 , 若 
a +> k, W [p,p] = [a2 a?) = 1, 从 而 五 交 换 ;车 a 二 8B<k 一 1, 则 有 
mı — B — 1 > mı — k > max{m3,m2 — k}, Ami af 2 = = c€ H. XA 
为 ma — (a+) > m2- k +1 > max{ms,exp(A)}, 所 以 CE typ"? = 


ae” ” (mod (a? )), 从 而 G < H, HAG. 
ai F70, 我 们 可 不 妨 设 i= 1. 因为 


(p}, a2) X a3 x A 


也 是 G 的 极 大 子 群 ,所 以 我 们 可 不 妨 设 pz = a3? 0338p)? ai? y, 其 中 y € A. 
因为 pp? € (az,as,azp , A), 进一步 可 不 妨 设 po = a? aka)?” y, 其 中 
a> 0, yE A. 此 时 , # a= 0, Wak” = ph” e H, H, 因为 a?” = 
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pr (mod (ae a eet 所 以 g g <H, 从 而 H<G: 9 4H TA _ 
1, 则 [prea] = [ew] = af?" (mod (af )), 进一步 , 因为 of 


pe’ (mod (az? ,a?”™'*")), 所 以 G < H, Mii HAG; Ha>kt+1 
> | ja 则 H 交换 ; 最 后 , #1 < a <k Hp |j, H m-a > m-k 
max{m3 — 1,1} 可 得 ap”? = pr?" (mod (a?””)), 进一步 , 因为 a? 
pP™ (mod (az "2 az” Y), 所 以 G'< H, iti HAG. 

因为 以 上 讲座 了 G 的 所 有 二 元 生成 子 群 , 所 以 由 定理 6.1.1 可 知 G 一 定 是 
有 限 亚 Hamilton p 群 . 口 


川 Æl 


定理 7.3.9. 设 G 是 有 限 亚 Hamilton p 群 . 若 exp(G’) > p L G 非 循环， 
则 G 定理 7.3.7 或 者 定理 7.3.8 中 的 群 . 即 以 下 两 种 类 型 ; 
让 二 


m2 二 +1 p™1 


(1) G = peun | af = Ge = as = Ijeng] = a); 
[a1,a3] =a” ,(a2,¢3] = 1), 其 中 mı > m 之 1, p 为 奇 素数 . 
p™ k m m 
(2) G=KxA. RP K = (a,az,03 | a = a” = a8” = 
1, [ai , a2) = aa ，, [a1, a3] = ae” [a2, a3] = 1), 其 中 mM e- m2 之 


m3, 1 < k < min{mı — m3, m2 一 m3 十 1,m2 一 1}. A 是 满足 


exp(A) < p™2—* 的 交换 群 . 


证 明 设 互 为 G 的 二 元 生成 的 子 群 , 满足 exp(H’) >p. 由 定理 7.3.3 可 
知 H 为 亚 循 环 的 . 又 由 定理 6.1.3 可 知 G < H, 从 而 G 也 是 亚 循环 的 . 

令 NN=01(G'), G = G/N, W G' X pP 阶 的 初等 交换 群 由 定理 7.3.3 可 
知 d(G) > 2, 从 而 d(G) > 2. 再 由 推论 6.2.4 可 知 , c(G) = 2. 从 而 G 只 能 是 定 
理 7.1.4 中 的 群 . 

若是 定理 7.1.4 中 的 (1) BIR. BEG = K x A. 其 中 K = (aaan, a | 
m2+l _pm3tl 


ap” = i = Gs, = 1, | ĝa] = ae” * [ai, a3) = ae” * (a2, Gal = 1), 


mı > mz = m3 +1, 4 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 则 
= ([a1, a2], [a1, a3], 01(G")) = ({a1, a2], [a1,a3]) = (a a’). 


由 于 (@1,@2) Al (a1, @3) 都 非 亚 循环 , ATLA (ai, a2) 和 (a1, a3) 也 非 亚 循环 . 从 而 
由 定理 7.3.3 可 知 [al , a2] 和 [al , a3] 都 是 p 阶 元 . 进一步 ， exp(G ) = Pp, 与 题 设 
矛盾 . 
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同 理 可 知 G 也 不 可 能 是 定理 7.1.4 中 的 (2) 型 群 , (3) 型 群 以 及 (6), (7), (8) 
型 群 . 
车 G 是 定理 7.1.4 中 的 (5) 型 群 . 设 G = K x A. 其 中 K = (41,42, 4s | 


a? = 8" = ab = 1,[@1,G2] = a2”, [a1,@3] = a?’ , [@2,a3] = 1), 
mı > m2 = m3 +1, A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 则 
G' — ({a1, a2], ar, Q203]， 
Wi(G )) = ([a1, a2), [a1, a2a3]) = (ae ae. 


由 于 (@1, 42) 和 (a1, 243) 都 非 亚 循环 , 所 以 (a1,a2) 和 (a1, a203) 也 非 亚 循环 . 
从 而 由 定理 7.3.3 可 知 [al,az] 和 [ai,azas] 都 是 p 阶 元 . 进一步 , exp(C ) = p, 
与 题 设 矛盾 . 

车 G 是 定理 7.1.4 中 的 (9) 型 群 . RG=Kx A. 其 中 K = (G1, 42,6 | aj = 
a3 = 1,6? = a7, [@1, a2] = 1, (a1, b] = a3, [a2,6] = af), 4 是 满足 exp(4) < 2 的 
交换 群 . W G = ([a1, b], [az, b], U1 (G’)) = (ai, a2), U1 (G") = (ai, a2), U2(G') = 
(at,a3). 设 M 是 在 G 中 正规 的 U1(G’) 的 极 大 子 群 , 并 设 M = (e,U2(C’)), W 
e € Ca(G/M). H G/U1(G’) 的 表示 可 设 [ai ,az] = e (mod M), 从 而 [aj, a2] = 
[a1,a3] = 1 (mod M). 还 是 由 G/U1(G) 的 表示 可 设 b? = ave’ (mod M), 从 而 


(a7, 6] = [a1,b?] =1 (mod M) (1) 
再 设 [a1,b] = aže" (mod M) 用 命题 1.1.1 计算 可 得 : 
la3, b] = [ai,b) [ai,b,ai] =a2 (mod M) (2) 


由 (1), (2) 得 aa € M, 从 而 M = (ai,a3). 我 们 再 考虑 G/M 的 子 群 (aM, bM), 
由 于 它 的 导 群 为 初等 交换 2 群 , 由 定理 6.2.1 可 知 它 的 医 零 类 为 2, 从 而 


[a2,b] = 1 (mod M) (3) 
再 用 命题 1.1.1 计算 可 得 : 
(a3, b] = [az, b] (a2, b, a2] = aî (mod M) (4) 


由 (3), (4) Hai € M, 从 而 M = U1 (G), FJA- 
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注意 到 (10) 型 群 是 一 个 (9) 型 群 的 二 次 扩张 , 同 理 可 知 G 不 能 与 定理 7.1.4 
中 的 (10) 型 群 同 构 . 

最 后 ，G 只 能 与 定理 7.14 中 的 (4) 型 群 同 构 ， 设 G = K x 4， 其 中 
K = (a), d2, ae | qe =a 
Gi?” | |a2, a3] = 1), EP m > m > m3. Hp = 2, Wm > 1. A 是 满足 
exp(A) < p™2 的 交换 群 ; 则 G' = (aR a”). 

由 于 (ae, aa} 不 包含 G', 所 以 (az,a3) 也 不 包含 CG’. 这 说 明 [a2,a3] = 1. 
同 理 ， (az,asaz “) 也 不 包含 G', 从 而 [a2,a3a?"'] = 1, 进而 有 [a?” a2] = 
a? <1. Bea 的 阶 为 pma+i+k, 其 中 大 > 1, 则 我 们 有 na > 大 

设 A = (ā4) x (ās) x … x (ās), 其 型 不 变量 为 (pt, p™,...,p™!). 对 于 
4<i<f 和 1<j< 了 ,由 于 (ai,6j;) 不 包含 G', 所 以 (ai, aj) 也 不 包含 G'. 这 说 
A [ai a;] = 1, ATT ai € Z(G). Ha?’ = wr 则 C "tye 一 
1. 4 bj = ajay", A = (ba) x (bs) x +++ x (by), FEBE K = (anan åa), 
il G= K x A. 

BE [aiaz] = az at Bl at? = al tM HEI 7.3.4 和 引 理 
7.3.5, 存在 正 整数 w 使 得 (1+ (1 + up)p™ y =1+p™. SAH ay M az 代 
a2 和 a3, 我 们 可 不 妨 设 [a1, a2] =a?" . 

由 于 (dias) EEI, HA (aas) 也 非 亚 循环 ， 由 定理 7.3.3 可 知 
[araa]? = 1. 设 [aas] = a2" d, t d e UG’), W a?” dP = i. 这 
D ag e Ua(G'), 从 而 N = Ui(G’) = ( agy = (a?™"), 
a e (art). 

由 引 理 7.3.4 和 引 理 7.3.5 可 知 , 在 由 Z/p™ tt | 的 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 
中 , 1 二 p™ 的 阶 是 pet. 由 于 aT aa a, 所 以 我 们 有 
k+1l<mot+l, R k< m2. 以 我们 分 两 情形 讨 论 

情形 1: k= me. 此 时 ， lai, a2” gE- 1 并 且 有 mı > mo. 

这 时 , 由 于 (al,as) 的 寡 零 类 大 于 2. 由 推论 6.2.4 可 知 ' p 为 奇 素数 且 
(a1,@3) 为 Aa 群 . 若 ms > 1, 则 有 子 群 (a1,a3”a3) 既 不 交换 也 不 正规 . 所 以 ， 
一 定 有 ms = 1. HAHA 1, 则 对 任意 的 1 关 e € A, 我 们 有 子 群 (a, a e) 既 不 
交换 也 不 正规 ， 所 以 , 一 定 有 A = 1. Bak = at?" W (aza P ™ P = 1. 用 
asa, "? ”来 替换 as, 我 们 可 不 妨 设 a? = 1. 


mg 


= a3” = 1, [a4 , @2] = 而 ?P , (ai, G3| — 


myt+i 
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+1 si +2 

p™1- a ee oh 

换 的 , 我 们 有 (azai i = 1. ni 
ai +1 WA +2 a 
(äga ™ mə Je = i Cup ap "E 

则 

mi—m2+1l _ mo mo mil 十 1 

i i gue Ta, a, 
mi- mamia ca my pm2 十 1 
用 aza)” Po ”来 替换 a2, 我 们 可 不 妨 设 a2 二 1 并 且 |ai,as] = 
i 

az 


在 这 种 情形 下 , 我 们 得 到 了 定理 中 的 (1) 型 群 . 
情形 2: k < moe. 此 时 [a1,a3""] = 1. 
由 于 [a1,a3,a1] = 1, 我 们 有 [al ,as] = [a1,a3]? = 1, 从 而 (a?,a2) 与 as 


交换 ， 这 时 (a1,a3) 是 内 交换 群 ， 由 于 (aza? T 不 包含 G', 我 们 有 
[az, aza?" MRT = = 1. 进而 我 们 有 1 = i E gal = a i 从 而 
2mi—m3+1 > mit1+k, Bl mi 一 ma > k. Te a ab) REE G', 
pmm2 一 mm3 p™2—m3+2 mı \p™2—™3+2 
我 们 有 lar, 08?" a2] = 1, 进而 我 们 有 0? een) = 


ay. 由 于 在 由 Z/pma+ + *Z fb SCAR FIER, pen 的 阶 是 ot, 所 所 
以 我 们 有 ma 一 ma +22 k+1, Bk <m- m +1. 


对 任意 的 bE A, 设 b UBT p 由 于 (a1,a9 T b 不 包含 G', 我 们 有 
[ai a2" 避 = 1. 
进而 我 们 有 = ar =a. 由 于 在 由 Z/p™**Z 的 可 


首 元 组 成 的 乘法 群 中 , 1 + pma 的 阶 是 p+, 所 以 我 们 有 mm-e+1>k+1, B 
ex<mo—k. 由 b 的 任意 性 有 ol < Dm2 一 人 ， 
i a? =a?" Bi (asa ?™ P = 1. 用 asaz ”™ 来 替换 as, 我 们 可 不 


WH a} = 1. 
设 [aas] = a8" “ar?” ,有 即 a9” ay?" = 1. 注意 到 c(G) = 2, 我 
们 有 
(aza P™ -m+ 1 yp? — "Aa auwP +1 
wp™1 —my+1 i pm2tt p™2 
用 aza) 来 替换 az, 我 们 可 不 妨 设 a3 = 13H lanas =a ， 


在 这 种 情形 下 , 我 们 得 到 了 定理 中 的 (2) 型 群 . 
最 后 , 因为 两 种 类 型 的 群 笑 零 类 不 同 , 所 以 它们 互 不 同 构 . 口 
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87.4 ”小 结 


下 面 是 有 限 亚 Hamilton p 群 的 完全 分 类 : 


定理 7.4.1. KG AAR p , WG 是 亚 Hamilton 群 当 且 仅 当 G AF 
互 不 同 构 的 群 之 一 : 
类 型 (I): |G'|=p 的 有 限 p 群 (分 类 见 文 献 [20]); 
类 型 (11): exp(G’) = p E c(G) = 3. 此 时 , G 一 定 为 Ao 群 , d(G) =2 H 
为 奇 素数 . 即 以 下 几 种 群 : 
(1) pf 阶 的 极 大 类 p 群 : 
(i) (a,b,c,d | fa P cg = d —1, ed] = b,0,d) = a,fe,0]= 
[a,c] = [ad] => [b,c] = 1); 
(ii) (a,b,c | a” =p lya = a®?, [a,b] = aP; [a,c] = b [b,c] = 
1), 其 中 a=0,1 或 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 (三 种 互 不 同 构 的 
群 ); 
= 二 
a”). 
(2) 三 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 Az BH (n > 5): 
(i) (b, a1, @2, a3 | pP”? = af = as = a, = Ll, (a1, b] = az, [az,b] = 
a3, [ai aj] = L, [a3, b] = 1), 其 中 1 < i, J < oF 
(ii) (b,a1,a2 | P"? = a? = a} = 1,[a1,b] = az, [a,b] = 0”, 
fay, a2] = 1, (0P"*, a1] = [8” * a2] = 1); 
(iii) (b,a1,a2 | ee = a?” = a5 = 1, [eb] = ag, lassd) = ai 
[al , a2] = 1, [a], b] = [a] , a2] = a, 其 中 v=] 或 者 Vv 有 是 一 个 国 
定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 
(3) 无 交换 极 大 子 群 的 A2 群 (p> 5): 
(i) (a,b | a? = b” = œ = 1, [a,b] = c, [c, a] = b””, [c,b] =a”), 其 
P vy RARA p 的 平方 非 剩 余 ; 
(ii) (a,b | a? =P =e = 1, [a, b] = c, [ca] = a ?b-"?, [e, b] = 


a”), HP 4l =g 1-1 HF r=1,2,...,3(p—-1), 9 是 模 p 
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(4) 
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的 最 小 原 根 ; 
无 交换 极 大 子 群 的 .4z FF (p = 3): 
i) (a,b |a’ = =e = I, fa, b] =o; fe a] = [et =a"); 
(ii) (a,b | a? = BP = c* = 1, [a,b] = à |e, a] = b, [c, b] =a). 


类 型 (II): c(G) =2 L G' 为 pP 阶 初等 交换 群 . G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 


类 型 : 
(1) 


(2) 


(3) 


(5) 


(6) 


t1 mol ma+1 
a$ = i 


G = K X A: 其 中 K = (a1,a2,a3 | ao S = âi = 
1, [a1, a2] = a£” ,[a1, a3] = a2” ,[a2,a3] = 1), mı > m2 = m3 + 1, 
A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
G= K x A: x K = (a1, 42,43 | ape! = ae?” = a = 
1, län ág] = a? > [ai a3] = a3” "2 [az,a3] = 1), 其 中 p AF*K 
hv 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ,mi > m = m3 十 1 或 者 
mı > m: = m3, A 是 满足 exp( A) < p™ 的 交换 群 ; 
G= Kx A. a K = (a1, 42,43 | a? = alii = ala = 
1, [a1, a2] = ae”, [a1,a3] = ak?” “asp , [a2,a3] = 1), HP mi > 
m2 二 m3, 若 p 为 奇 素数 , W1+4k BR p 的 平方 非 剩余 ; 若 p = 2, 
W k=1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 


G= K x A. akd Kk = (arm, a3 | -idi = er =a? = 
1, [a1, a2] = a?” ' [a1,a3] = = a? * [a2, a3] = 1), 其 中 mı > m > 
m3. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 

G=KxA. 其 中 K = (a1,a2,43 | "ii = a8”? = as = 
1, (a1,a2] = ap” * a1, a3] = az [a2, a3] = lih AF m È m = 
m3 +1. A 是 满足 expl A) < p™ 的 交换 群 ; 

G = Kx A. 其 中 K = (a1, a2, 83 | ie = agnar =a? ”= 
1, (a1, a2] = 1, [a1, a3] = a2”, [a2,a3] =a”), 其 中 mi 一 1 =m > 
m3. A 是 满足 exp(A) < p| 的 交换 群 ; 

G = Kx A. 其 中 K = (aj,a2,a3 | ae = ap?” = ae” = 
1, [a1,a2] = 1, [a1, a3] = a3”, [a2,03] = ay? '), RP p AFR 


数 , 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ,7n01 一 1 = m2 >m 或 者 
mı = M2 > M3, 4 是 满足 exp(A) < ps 的 交换 群 : 
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(8) G= Kx A. 其 中 一 nein | a? m,+1 E a _ ae S 
1, [a1, a2] = 1, [ai, a3] = ap” * [az,a3] = = — ” az?” ), 其 中 my = 


m2 > m3, #¥ p 为 奇 素数 , 则 1 十 4k RK p ee = p=2, 
RN k=1. A 是 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 ; 
(9) G=KxA. ZF K = (ai, 02,6 | aj = da = 1,67 = a9, [airna] 
1, [a,b] = aĝ, [a2, b] = a7), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 ; 
(10) G=KxA. $FP K = (dmä2,b;d | aj = ag = 1,87 = a, d = 
a3, [a1,a2] = 1, [a1,b] = a3, [a2,b] = aj, län, d] = aj, [ä2, d] = aia, 


[b, d] = 1), A 是 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 . 
类 型 (IV): (G)=2 L G' 为 pP 阶 初等 交换 群 . G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 


类 型 : 
+i o+1 41 
(la) G= (a1, a2, a3 | ak = ap”? = a?” = i [a1, a2| = 


ae” [a1,a3] = ab?” ,[a2,a3] = a), RP p AFHKK, v 是 一 
个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , mi = m: =m +1; 

(1b) G = (a1,a2,03 | ie = ap” = ae = 1, len ea) = 
a?” [aias] = a? al?” [a2,a3] = a? ), 其 中 m = m 
m3 +1. 车 万 三 2 Ml= 1; ¥# p> 2, W 4l = g" -1, 
r=1,2,...,5(p—1), 9 RR p 的 最 小 原 根 ; 


miti msl ma+l 
(2) G = (a1,a2,a3 | af = ah = a * = 1,[a1, a2] 


pr {a1,a3] = a3”, [a2,a3] = a? |), 其 中 pAFHK, v 是 一 
个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , mi = me2+1=ms34+1; 


p it m2 二 1 m3at+ 1 


(3) G = (a1,a@2,a3 | aj = a = fh = 1,[a1,a2] = 
a”* [ai,a3] = al” az”, [a2,a3] = ap), 其 中 ma = me + 
L=m3+1,#pAGHK, 则 1 十 4k 是 模 了 的 平方 非 剩余 ; 若 p = 2, 
Wi k=1; 

(4) G = (aj, a2,a3 | at = a = af = li [laaa] = alaia] = 


a2a3, [a2, a3] = aja). 


类 型 (V): 亚 循环 的 亚 Hamilton p 群 . G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 
(1) G= (a,b | a" = 1,0 =P a = a"), 其 中 7r> 1 
uxr#r+l>s+u>2. FAX p=2, Mr>2 


164 有 限 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


(2) G= {8,0 | a?” =b" = l,a? = a y 
(3) G = (a,b | a” = 1,b?™ = at, a? = a+); 
(4) G = (a,b | a” =b" = 1,a° = a’). 
类 型 (VI): C HHH 4EL HHH LM Hamilton p FH, 此 时 一 定 有 d(G) > 3 
G 有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 
(1) G= KxA. RP K= (a,b | a? =1,b = 1,a? = altr"), 
u<r,rt+1l>s+u>2, A 是 满足 exp(A) < pOT)-Gt) 的 非 平 


r+s+u 


凡 的 交换 群 ; 

(2) G=KxA. #¥ K = (a,b | a?” = 1,0?" = 1,a? = atr"), 
t>1,r>u>2. A RMR exp(A) < p+ ”的 非 平凡 的 交换 
群 ; 

(3) G=KxA. HP K = (a,b | a? =1bt = 1,a? = at"), 
t>1,r+1>s>2, 4 是 满足 exp(4) 入 pr+D-s 的 非 平凡 交换 群 ; 

(4) G=KxA. #Ẹ K = (a,b | a =1,0" =ar a = 


alte") stu#0,r+1>s+u>2,A 是 满足 exp(A) < p*t)-Gt) 


的 非 平 凡 交 换 群 ; 

(5) G=(K™=B)x A. #¥ K = (a,b | a?” = 1,0?" = 1,a° 
hi o, B = (bi) x (b2) x .… x (bf) 满足 o(bi) = p™, la,bi] = 
a?” i [b,b] = 1, max{t, u — 2} < ti < t2 <- <tf <t+u, 


r+t>r+ti >r2+t2 >- --->rf+t/ž2t+u2t+2. 4 是 满足 
exp(A) < pt T)—™ 的 交换 群 . 


类 型 (VII): G 的 型 不 变量 为 (p”,p)( 其 中 a > 2) 的 亚 Hamilton p #. G 
有 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 


7721 十 1 十 7n2 rz22 十 1 my 
(1) G = (aj, a2, a3 | at = as = ay = l [ar a] = at *— 


[ai,a3] = a5 ° ,[a2,a3] = 1), 其 中 mi > m2 > 1, p AF KK; 

(2) G = K x A. 其 中 K = (a1, 42,43 | ap” t+ = ae?” = ap”? = 
1, [a1,a2] = a?” ,[a1,a3] = a8”, [a2,a3] = 1), mi > m2 > ms, 
1 < k < min{m: — m3,m2—m3+1,m2—1}. A 是 满足 exp(A) < 


pm2 的 交换 群 . 
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一 -一 < 
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